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étudier une fonction :
@ ensemble de définition E et ensemble de dérivation
@ périodicité

parité

dérivée

tableau de variation (limites, tangentes)

asymptotes

© ©6 6 6

graphe
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ensemble de définition = tous les x pour les-
quels f(x) est défini (existe / peut étre calculé).

f(x) est définie pour x € E

f(x)

o f(x) est définie si x < a
(x)

©

©

est définie si x > a

est définiesi b< x < a

(Plusieurs fonctions en addition, soustraction, muItipIication)

— Chaque domaine de définition séparément, puis (intersection ) des
domaine
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Composée g(f(x)) :

@ domaine de la fonction intérieure seule
(f(x) est définie si x € Df)

@ Domaine de la fonction extérieure seule en posant ((y = f(x) ).
(&l(y) est définie si y € E).

@ On remplace y = f(x) — (équation en x a résoudre) — Dy

@ domaine de définition de g(f(x))

Plusieurs niveaux de composée : on part de celle qui est la plus a I'intérieur
et on remonte progressivement.
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Exemple : Trouver I'ensemble de définition de h(x) = /1 — x.

o La fonction a l'intérieur 1 — x
1 — x est défini pour tout x € R.

o La fonction a I'extérieur

y=1-x —= .y
/Y est défini si y € RT, c'est-a-dire si y > 0.
oy=1-—x
1-x20 & 1>x

o Bilan x ¢ Ret 1 > x. Donc I'ensemble de définition est

]_0071]
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Déterminer I'ensemble de définition de la foncton

f(x) =In(2+ x)

Notion. Pour une composée g(f(x)) :
@ fonction intérieure seule : < f(x) est définie si x € Df >

@ fonction extérieure seule en remplagant y = f(x) : < g(y) est définie
siyeE>.

@ y = f(x) donne f(x) € E qu'il faut résoudre. ¢a donne Dg
@ On fait l'intersection Df N D,.
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Ensemble de dérivation.

L'ensemble de dérivation = ensemble sur lequel f est dérivable

o a déterminer ( AVANT ) de dériver!!

o comme un ensemble de définition, en remplagant < défini > par
< dérivable >.

o Les fonctions standards ont les mémes ensembles de définition et de
dérivation, donc on fait les deux a la fois en écrivant
(défini et dérivable )

o ( Exceptions : ) racine carrée, valeur absolue, arcsinus et arccosinus.
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Exemple : Trouver I'ensemble de dérivation de h(x) = /1 — x.

o La fonction a l'intérieur :
1 — x est dérivable pour tout x € R.

o La fonction a I'extérieur : y =1 —x — /y.
/Y est dérivable si y € R**, c'est-a-dire si y > 0.
oy=1-—x
1-x>0 & 1>x

o Bilan: x € R et 1 > x. Donc I'ensemble de dérivation est

]_0071[

A noter. L'ensemble de dérivation est soit égal a I'ensemble de définition,
soit plus petit.
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Continuité en un point

Définition

Exemple :

La fonction f est enaeD & IiLn f(x) = f(a)
X—a

Dans le cas contraire, on dit que f est ( discontinue ) en a.

o a doit étre dans I'ensemble de définition de f!

0 X — 4/x est continue en 0 puisque Iimoﬁ =0=+0
X—r
o La fonction partie entiére n'est pas continue en m € Z.
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Continuité sur une partie de R

Soit f € F(D,R) (fonction définie sur D et a valeur dans R).

f est (_continue sur D ) < f est continue en tout point de D.
C(D,R) = C°(D,R)= I'ensemble des fonctions continues sur D.

La continuité sur D la courbe représentative de f peut étre dessinée sans
lever le crayon sur chaque intervalle de D.
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Exemples : Les fonctions usuelles sont continues sur leur ensemble de
définition... sauf la partie entiére!

o Les fonctions polynomiales, sin, cos et exp sont continues sur R.
o In est continue sur R™*.

X —> /X est continue sur R+.

(+]

o Les fonction inverses sont continues sur R*.

Si f, g sont continues sur D, alors
A+ g, fg et gfr (si si g ne s’annule pas sur D) sont continues
sur D.

Si la fonction f est continue sur Dr et si la fonction g est continue
sur f(Dy), alors g o f est continue sur Ds.
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Exemple : La fonction

X—)h(x):X2_1: —
X—

est la composé f o g de g(x) = et fy) = _
f est définie et continue sur R*, c’est a dire quand #0.

Il faut que y = g(x) # 0. On cherche les solutions de =0, c'est

adirex=1et x=—1.

Donc le domaine de définition de h est R\{—1,1}. Les fonctions f et g
sont continues sur leur domaine de définition respectifs, donc leur
composée est continue sur son domaine de définition. Donc h est continue
sur R\{—1,1}.

Sur quel ensemble la fonction f(x) = In(2x—3) est-elle continue ?
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Théoreme. des valeurs intermédiaires

o intervalle /
o f continue sur /
0 a< bdans |/
Pour tout y compris entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a, b] tel que

flc)=y

| '
\.

Corollaire.

Si en plus f est (strictement monotone ) sur [a, b], alors ¢ est
unique.
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Propriété.

L'image d'un intervalle par une fonction continue a valeurs réelles
est un intervalle.
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Définition

un ensemble E est par rapport a 0
& VVxe E, —x e E.

Exemple : R, R* et les intervalles [—a, a] et | — a, a[ sont symétriques par
rapport a 0.

co L4
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f une fonction définie sur E symétrique par rapport a 0.
f est & Vx e E, f(—x) = f(x).

Le graphe est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées
2

A D
VAN

Exemples : Les fonctions cosinus et carré sont paires.

[m]

=
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Définition

f une fonction définie sur E symétrique par rapport a 0.

f est & Vx € E, f(—x) = —f(x).

Exemples : Les fonctions sinus, tangente, cube et inverse sont impaires.
=] =2 = = = HAE
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Définition

S VxeE, f(x+ T)=f(x).
T qui se répete.

f est (périodique de période T ) (ou T—périodique)

X
Le graphe d'une fonction T —périodique a un motif de longueur

~

2m-périodiques

[m]

=

Exemple : la fonction tangente est m-périodique, Cosinus et sinus sont
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Pour simplifier I'étude d'une fonction :

o Si elle est paire ou impaire, on étudie la fonction sur la moitié de son
domaine de définition puis on fait la symétrie.

o Si elle périodique, on I'étudie sur une période et on répéte le graphe.
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Montrer que la fonction f(x) = sin (3x) est %’r— périodique.

Notion. On dit que f est périodique de période T si pour tout x € E, on
af(x+T)="f(x).
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Et il en reste quoi?

@ C'est quoi, I'ensemble de définition d'une fonction £ 7

@ De quoi parle le théoreme des valeurs intermédiaires pour une
fonction f continue sur [a, b] ?

@ Si une fonction vérifie f(—x) = —f(x) pour tout x, on dit qu’elle est

(7)....
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Réponses

@ I'ensemble de définition d'une fonction f est I'ensemble de tous les
réels x tel que f(x) est défini (f(x) est un nombre qui existe).

@ Pour tout réel y compris entre f(a) et f(b), il existe un réel ¢ € [a, b]
tel que f(c) =y.

@ Si une fonction vérifie f(—x) = —f(x) pour tout x, on dit qu’elle est
impaire.
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f est ( dérivable en a ) & |im M est finie

xX—a X —a
Fi(a) )= lim 1) =1(2)

x—sa X —a

f est (_dérivable sur | ) < f est dérivable en tout point de /. On
a alors f’ la fonction dérivée de f.

Remarque : On n'utilise presque pas la définition pour déterminer si une
fonction est dérivable. On utilise principalement la connaissance des
domaines de dérivation des fonctions standards, et la conservation de la
dérivabilité par les opérations basiques.
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Propriétés liées a la dérivée

Propriété.

Soit f une fonction dérivable en un point a, alors

o F0) = f(a)

X—a X —a

= f(a)

Exemple : On veut calculer la limite en 0 de

sin x sinx —sin0

X x—0
. On reconnait un taux de variation. On sait que sin’(0) = cos(0) = 1 donc

sin x

lim =1
x—0 X
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Théoreme.

Si la fonction f est dérivable sur /, alors f est continue sur /.

Attention ) une fonction peut étre continue sans étre dérivable !

Par exemple, la fonction valeur absolue x — |x| est continue en 0, mais
n'est pas dérivable en O.
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Propriété.

Si f et g sont dérivables sur /, alors
o f + g est dérivable sur [ et (f +g) =1+ g/,
o Af est dérivable sur | et (Af) = A/,
o fg est dérivable sur | et (fg)' = f'g + fg’,

. f L.
o si g ne s'annule pas sur /, — est dérivable sur / et
g

() - 125
g g%

-
| €

Exercice

Calculer la dérivée des fonction suivantes :

f(x) = x? cos(x), g(x) =

Etude de fonctions 30/52



Propriété. Dérivée de la composée

(gof) =f-(g'of)

Exemple : h(x) = /4 + 2x.c’ est la composée g o f avec :
@ f(x) =4+ 2x définie et dérivable pour tout x € R. Sa dérivée est
f'(x) =
@ On pose y = f(x). Alors g(y) = \/y est définie pour y>0et
dérivable pour tout y > 0. Sa dérivée est g’(y) = 7

@ Onay=4+2x:
2044+ 2x205x2-2; y>054+2x>05 x> -2,
Donc h est définie sur [—2, +o0[ et est dérivable sur | — 2, +o0].

1 1
2V4+2x A+ 2x

H(x) = f/(x) x g'(f(x)) = 2 x
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Exercice

Donner le domaine de dérivabilité de h définie sur R par

h(x) = cos(x? + 3x)

et calculer la dérivée.

Notion.
@ Le domaine de dérivation se fait comme le domaine de définition.

@ Les fonctions affines et trigonométriques sont définies et dérivables
sur R

@ (gof) =f-(gof)
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f une fonction définie et dérivable sur un | de R.

o f est croissante sur | < Vx € I, f'(x) > 0.
o f est décroissante sur | < Vx € [, f'(x) < 0.
o f est constante sur | < Vx € [, f/(x) = 0.

.

J

Remarque : Si, de plus, ' ne s’annule qu’en un nombre fini de point sur

I, alors le sens de variation est (_strictement ).
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(Tableau de variation d'une fonction ) On calcule f’ et on étudie le
signe de f’ sur le domaine de dérivation.

X | =00 a b c 400
f'(x) -0 +0+ 0 +
400
fx) | ¢ /
pY % f(c)
f(a) /

o double barre = f et/ou f'n’est pas défini en cet endroit.
o Dans la ligne de x : domaine de définition de f et valeurs importantes.

o On doit mettre les valeurs au bout des fleches : limites ou valeurs
importantes.
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Primitives

Définition

L'opération inverse de la dérivation est la recherche de primitive

f une fonction continue sur un intervalle /.

Festunedefsurl@F’zf.

Remarque : F(x) + C avec C € R est aussi une primitive de f.

DA
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Déterminer des primitives simples :

(]

tableau des dérivées a I'envers / tableau des primitive connues :
» Une primitive de x est 1x2.
o Composée : une primitive de f'(x)g(f(x)) est G(f(x)) :
> une primitive de 2£% est In(x® + x).
> une primitive de g(ax + b) est G (ax + b).
> une primitive de (2x — 3)% est £(2x — 3)3.

©

Aucune formule pour la primitive d'un produit ou un quotient !

©

autre cas : voir calcul d'intégrale.
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Déterminer une primitive des fonctions suivantes :

f(x) =exp(3x +2), g(x)=2x*  h(x) = cosx cos(sin x)
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Tangente

La droite d'équation

y =f(a)+f'(a)(x - a)

est ( tangente ) a la courbe représentative de f au point de coor-
données (a, f(a)).

. J

Remarque : En général, on ne trace qu'un petit bout de la droite, avec
une double fleche, au niveau du point (a, f(a)). La courbe est collée a la
tangente quand on est pres de a.

Exemple : En x =1, pour la fonction In : Comme In(1) =0 et
In’(1) = 1 = 1, la tangente a pour équation

y=x-1
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Exemple : Si on sait que f(—1) = 1,75, f'(-1) =1,2, f(3) = 0,4 et

f'(3)=0:

7.
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Tangentes horizontales et verticales :
o f’(a) = 0 = ( tangente horizontale ) au point de coordonnées
(2, F(a)).
o "f'(a) = 0" = ( tangente verticale
Si au point a :
» f(a) existe,
» f/(a) n'existe pas
» f’(x) tend vers co quand x — a.
Alors la courbe de f posséde une tangente verticale au point de

coordonnées (a, f(a)).

Remarque : Le comportement d'une fonction en un point peut aussi étre
différent d'un coté ou de l'autre du point a, dans ce cas, on calcule la
limite de f’ en a, a gauche et/ou a droite. On obtient alors des

demi-tangente.
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f une fonction qui n'est en un point a.

o Silim,_,,- f(x) = oo alors f posséde une asymptote
verticale x = a (a gauche).

o Silim,_,,+ f(x) = oo alors f possede une asymptote
verticale x = a (a droite).

. J

Remarque : Si la limite est 400, la coube monte le long de I'asymptote,
si la limite est —o0, la courbe descend le long de I'asymptote.
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Exemple : X—12 a une asymptote verticale x = 2 :
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Exercice

1
(x—2)

Calculer les limites de f a droite et a gauche de 2. Que peut-on
en déduire graphiquement ?

f(x) =

Notion.

o Silim,_,,- f(x) = oo alors la courbe représentative de f possede
une asymptote verticale d'équation x = a (a gauche).

o Si lim,_,,+ f(x) = £oo alors la courbe représentative de f possede
une asymptote verticale d'équation x = a (a droite).

o Si la limite est +00, la coube représentative monte le long de
I'asymptote, si la limite est —oo, la courbe représentative descend le
long de I'asymptote.
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(Idem en —oc0)

Soit f une fonction définie sur [c, +oo : quelle allure pour f en 4+007?
la droite y = ax + b est a la courbe de f en 400 :
Xl!rroo f(x)—(ax+b)=0

Graphiquement, f longe I'asymptote quand x est grand.

DA
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Pour trouver les valeurs de a et b :
o équivalents
o développements limités

o Méthode ci-dessous :

a T/ y 22

zl}gle(x} o0 = lim m?ﬁ //ﬁ

z—+too T

a € R*——lim f(z) —azx
I—1+00

R

y=ax+b
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On calcule
lim f(x)

X—+00

@ Si f n'a pas de limite en +00 : Rien

@ Si lim f(x) = a, alors y = a est asymptote horizontale.
X—r+00

4

0 UJ 1 2 3 4 5 13 7 ] 9

1) . 2) "
@ Si lim f(x) =400 ou —oo alors on calcule
X—>+00
f
lim ﬁ
X—40o0 X
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X—+o00 X

f‘
@ Si (x) n'a pas de limite en +o00 : Rien.
X
.. f(x) . o
@ Si lim ——~ = oo, alors branche parabolique de direction (Oy).
x—+oco X
.. f(x) . o
@ Si lim ——~ =0 alors branche parabolique de direction (Ox).

xX—400 X

- B io 15 i ] 5 [ [ 0 25

oo fx .
@ Si lim fx) = a € R* alors on calcule lim f(x) — ax
x—+o00 X X—r—+00
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lim f(x)—ax

X—r—+00

@ si f(x) — ax n'a pas de limite en +oc0, alors direction asymptotique de

pente a.
D si

A si

X—+00

X—-+00

lim f(x)—ax=

lim f(x)—ax =

oo, alors branche parabolique de pente a.

b alors asymptote y = ax + b .

Etude de fonctions
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Et il en reste quoi?

@ Donner la dérivée de éfr

@ Si F est une primitive de f, que vaut F’'?

@ Quand limy_3 f(x) = —00, que peut-on dire?

@ Quand limy_ f(x) — 2x = 0, que peut-on dire?
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Réponses

! !
@ la dérivée de é est fgg%fg
@ Si F est une primitive de f, alors F/ = f7?
@ Quand limy_3f(x) = —oo, f admet une asymptote verticale x = 3.

@ Quand limy_o0 f(x) —2x =0, f admet en +00 une asymptote
d'équation y = 2x.
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