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Plan

@ Injections, surjections, bijections

«Or «Fr o« > > DA



une fonction

o



f est une ( injection ) (f est ( injective ))

54

Vy € F, I'équation f(x) = y d'inconnue x € D a une solution.
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f est une ( surjection ) (f est ( surjective ))
=

Vy € F, I'équation f(x) = y d'inconnue x € D a une solution.
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L'ensemble image ) de f est

f(D)={f(x) | xe D} ={y eF | 3Ixe D, f(x)=y}.

f est une surjection < f(D) = F.
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f est une ( bijection ) (f est ( bijective )) de D sur F

=
Vy € F, I'équation f(x) =y d'inconnue x € D a une
solution.

f est bijective < f est a la fois injective et surjective.
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Soit f une de D sur F. la Cbijection réciproque) de
f est
f1:F = D

y — fY(y) = x, unique antécédent de y par f

DA
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Le cas des fonctions réelles

f est une injection si toute droite horizontale y = a (a € F) coupe le

graphe de f en un point.

Nouvelles fonctions usuelles 9/30



f est une surjection si toute droite horizontale y = a (a € F) coupe le

graphe de f en un point.

Exemples :

5
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Exercice

On considere la fonction f définie sur R par f(x) = x si x > 0
et f(x)=x+1six<0.

@ Tracer la courbe représentative de f.

@ Par lecture graphique : la fonction f est-elle injective ?
surjective ?

Notions. Soit f : D — F est une fonction

o f est une injection ssi les droites horizontales y = a coupent le graphe
de f en au plus un point.

o f est une surjection ssi les droites horizontales y = a coupe le graphe
de f en au minimum un point.
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Propriété.

Si f est (strictement monotone ) sur / Cun intervalle),

alors f est une injection.

Exemples : Les fonctions x (sur R), x> (sur R), ¥ (sur R), Inx (sur R**)
, v/x (sur RT) sont strictement monotones sur donc ce sont des injections.

SR | * .
Attention a  sur R* ( pas un intervalle!)
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f une fonction. Alors f : D — f(D) est une surjection.
x = f(x)

il suffit d’adapter I'espace d'arrivée pour que n'importe quelle
fonction devienne une surjection.

Exemples : Si on prend comme ensemble d’arrivée F = R pour cos x,
alors ce n'est pas une surjection. Mais si on prend F = [—1, 1] alors cos
devient une surjection.

/— y = cosx / Y = COST
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Si on prend comme ensemble d'arrivée F = R pour €%, alors ce n'est pas
une surjection. Mais si on prend F = R™* alors e* devient une surjection.

3 y=e
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Bijections et bijections réciproques

Propriété.

f est une bijection si toutes les droites y = a coupent le graphe

de f Cexactement ) une seule fois.

Exemples :
o In est une bijection de ]0, +-o00[ sur R.
o La fonction x3 est une bijection de R sur R

o x — x2 n'est pas une bijection de R sur R..... Par contre, c'est une
bijection de R™ sur R™.
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Si f est une bijection de D sur F,

o la bijection réciproque f~! est une fonction de F sur D.
o f~1(y) est I'unique solution x de I'équation f(x) = y.

o Les graphes de f et f~! sont symétriques par rapport a la
droite y = x (premiére bissectrice)

Remarque :
@14 %
@ (FY)y t=r
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Exemples :
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On note f la fonction définie par f(x) = v/2x + 3. On admet
(pour I'instant) que c'est une bijection de [—3/2, +o00[ sur R .
Trouver I'expression de f~1(y) pour tout y € R*.

Notion. f~1(y) est I'unique solution x de I'équation f(x) = y.
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Propriété.

Exemple :
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Si f: D — F n’est pas une bijection :
@ on prend D une partie de I'ensemble de définition bien adaptée
@ on prend F une partie de I'ensemble d'arrivée bien adaptée
@ f:D — F est une bijection "extraite” de f

f ( réalise une bijection ) de D sur F.
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Exemples : x> : R — R n'est pas une bijection,
mais x2 : RT — R* est une bijection.

54

w
)

y=a 9
2 Y=t

D=R" F=R"
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Théoreme. Théoreme de la bijection

Soit f une fonction réelle définie sur / un intervalle.

Si (f est continue et strictement monotone sur /), alors :

@ f réalise une bijection de [ sur f(/),

@ la bijection réciproque est

Fhe f(1)

—
y =

/

f~1(y) = x tel que f(x) =y

@ £~ ! est strictement monotone sur f(/), de méme sens de
variation de f, et continue sur f(/).
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Exemple : f(x) = x? sur le domaine de définition D = R*. f est continue

et strictement croissante sur RT, donc

@ elle réalise une bijection de D = R sur R (arrivée).

@ Elle a une bijection réciproque

f71: Rt - Rt

y = fHy)=xtelquey=

F ) =y

@ f~1 est continue et strictement croissante
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Théoreme. Dérivabilité de la bijection réciproque

Soit y € f(I) et x tel que y = f(x) associé.
o Si f'(x) =0, alors
» f~1 n'est pas dérivable en y
» le graphe de =1 a une tangente verticale en y.
o Si f/(x) #0, alors

» f—1 est dérivable en y
>

il 1 1
=760 = 7o)
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Exemples : La fonction racine carré (bijection réciproque de x? sur RT).
x? est dérivable sur R et sa dérivée est 2x.

Soit y € RT et x = ,/y associé.
@ Siy #0, alors x # 0 et la dérivée 2x # 0. Donc la racine carré est
dérivable en y > 0 et

_ 1 1 1
FYW =3 =5-= 5~
fl(x) 2x 2y
@ Siy =0, alors x =0 et la dérivée 2x = 0. Donc la racine carré n’est
pas dérivable en y = 0 et son graphe a une tangente verticale en 0.
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Exercice

Soit f: [0,4+00] — R
X = x241.

@ Apres avoir étudié la dérivabilité de f, dresser son tableau
de variations.
@ Montrer que f réalise une bijection de [0, +o00[ sur [1, +o0].
@ On considere la bijection f : [0, +00] — [1,400] .
x = x?+1
@ Quels sont les intervalles de dépgvrt et d'arrivée de f~1?
@ Quel est le sens de variation de f~*7?
@ Déterminer sur quel ensemble f~—1 est dérivable. Que se
passe-t-il pour f 1 au point d'abscisse 17
@ Déterminer I'expression de f~1(y) pour tout y € [1, +o0.
® Calculer (f~1)" de deux fagons.
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Et il en reste quoi?

@ Le schéma suivant représente-il une fonction injective, surjective ou
bijective ?

@ Si f est une fonction strictement croissante sur [0, 1] ayant pour
ensemble image [—1, 0], que dit alors le théoreme de la bijection ?

@ Graphiquement, f et f~1 ont quelle particularité ?
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Réponse.

@ la fonction est surjective

D

@ Si f est une fonction strictement croissante sur [0, 1] ayant pour
ensemble image [—1,0], alors f est bijective et f~! est une fonction
strictement croissante sur [—1, 0] ayant pour ensemble image [0, 1].

@ Graphiquement, les courbes de f et f~! sont symétriques par rapport
a la droite d'équation y = x.
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