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Un ( nombre complexe ) est

z=x+1iy, (x,y€R)

avec i un nombre tel que B

0 x + iy est ( la forme algébrique ) de z
o aest la ( partie réelle ) de z : x = Re(z)

o b est la ( partie imaginaire ) de z : b =Im(z).

C est I'’ensemble des nombres complexes

Remarque : La partie imaginaire est un nombre réel : Im(3 +5/) = 5.
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o un réel x = x + 0/ est aussi complexe.
o iy est un ( imaginaire pur

o Les opérations classiques ( +, —, X, ) dans C se font comme dans
R, mais on DOIT remplacer tous les i?> par —1, et organiser les parties
réelles/imaginaires.

©

Jamais d'inégalité dans C!

Calculer (1 4 /)3 et I'exprimer sous forme algébrique.
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Deux nombres complexes sont égaux

=

ils ont méme partie réelle et méme partie imaginaire.
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Le plan complexe

le plan muni d'un repére orthonormé direct (O; ?{,?2)).

M(z) )
z=z+1y
| v
z=x+iy < M(x,y)
T . -
o z est du point M (ou du vecteur OM)

o M est de z
o (Ox) est I'axe des réels

o (Oy) est I'axe des imaginaires purs.
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Placer les nombres 1, /, -1, —i, 2+ 3/, 1 —/ et —1 — 2/ sur le
plan complexe.

Notion.

M(z)
z=x+1y
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Conjugué d'un nombre complexe

Définition

Ledez:x+iyest

Z=x—1ly

Exemple :

o5=5

© —3+9i=-3-0i
o 4 = —4f

0 7—8i=7+8i.
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Interprétation géométrique :

M'(Z) est le symétrique par rapport a I'axe réel de M(z).

M(z)
yl- T T T T2 v E=E+ iy
1
1
1
1
:
P
1
1
1
]
1
M z)
S s i Z=z-1y
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Propriété.
Z=1z

Vz,z2 € C:

zx 2 =Z x 27, zZn=37z"
1 1 (z> z
z z’ z Z
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Vz=x+1iy € C,

zZ+Z z—Z

Re(z) = > , Im(z) =

z est un nombre réel & z =7Z.
z est un nombre imaginaire pur & z = —Zz.

7Z=2a+ b
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Technique : Pour mettre un nombre complexe avec du /i au
dénominateur sous forme algébrique :
on multiplie en haut et en bas par le conjugué du dénominateur :

Zx— i
Z_ = (_X y) — = .... et on développe.
x+iy  (x+iy)(x —iy)

I

sous forme algébrique.

. 1-
écrire le nombre complexe z = 5
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Module d'un nombre complexe

z=x+Iiy et M(2)
Le de z est
On a |z

|z| = VzZ = /X% + y2.
— OM = ||OM]|

. 7
de I'angle orienté (e, OM).

M(z) z=z+1iy
A

DA
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Remarque :
@ On note souvent le module p et I'argument 6
@ Si z = x réel. |x| = module = valeur absolue de x.
@ 0 n'a pas d'argument
@ L'argument d'un nombre complexe est défini a 27 pres.
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Exemple : Sans calcul, donner le module et I'argument des nombres
complexes a =3v3+3i, b= —i, c =7, d =5i, e = —3 représentés
graphiquement ci-dessous.

OA=6

i
(=]
~Q
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Calculer module et argument

z = x+ iy (non nul)

X2 _|_y2
cosf =

sinf =

e
[
< I<D | XT

y = psinf
y=r 2 =1+ iy = peid

P

r = pcost
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|z|l=0 < z=0

1
22| =l2llZ), |2 ==
V4
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a 2k pres :

arg(zZ') = arg(z) + arg(Z)
arg (;) = —arg(z), arg(z) = —arg(z)

arg(—z) =0+
Vn €N, arg(z") = narg(z)

arg(z) = arg(Z) & Z =Xz, MeRT
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Attention : le module n'est pas compatible addition/soustraction !

Propriété. Inégalité triangulaire

2+ 2] < |2l + ||

nombre réel positif ou nul.

/

D s s o . . V4
avec égalité si et seulement si z = 0 ou si le quotient — est un
V4
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Nombres complexes de module 1

Le (_cercle unité ) est le cercle de centre O et de rayon 1.

M(z) sur ce cercle a pour coordonnées (cosé,sin ) avec 6 = arg(z)

sin #

[z:c059+isin9]

e = cos@ + isinf

coS 9)
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Pour tout 6 € R, on pose

e’ | =cos +isind
Le nombre e’ est I'unique nombre complexe de module 1 et d'ar-
gument 6.

Exemples : e® = cos0+ isin0 =1 et e

jus
2

. T S
—c052+15|n2—/.

7u
14.

Donner la forme algébrique de '™ et e
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On note ( U ) le cercle unité (ensemble des nombres complexes de module

1):
U={zeC||z]=1}
= {e 0 e R}

={e", 0 €[0,2n[}.
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Théoreme.

z = x + iy de module p et d'argument 6.

La ( forme trigonométrique ) de z :
z=p(cosf +isinf)

La ( forme exponentielle ) de z :

z:pe’e

Remarque : les formes sont liées :

z=pe'’ = p(cosf + isinf) = pcosd+ipsin b
— =

x y
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Exercice

@ Déterminer le module et un argument du nombre complexe
z=1—1, et écrire z sous forme exponentielle.

@ écrire z sous la forme algébrique sachant que |z| =2 et
arg(z) = & [2n].
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Propriétés de e’
La notation e'?
des calculs :

Y(0,p) ER?> nEZ:

= cosf + isinf se comporte comme une exponentielle lors

_ - o
e/(0+¢) = it » o, — =¢/0-9),
e'¥
ind i0\n 1 —5_ s
e™ = (e")", = — el — ¢

Calculer (1 + /)7,
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Mais il y a des propriétés spécifiques :

o Yk € Z, ef2km — 1.

o Si e =1, alors il existe k € Z tel que 6 = 2k.
oVkeZ, ei(0+2k7r) _ ei9_

o Si el = e, alors ¢ = 0 4 2km avec k € Z
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Et il en reste quoi?

z=2¢%F = _1+iV/3

@ Quelle est la forme algébrique de z 7 et sa forme exponentielle ?
@ Quelle est la partie réelle de z 7 et sa partie imaginaire ?
@ Quel est le module de z? Et un argument de z7?

. e 2m
@ c'est quoi la définition de e'3 7
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Réponse.

z7=2e% = —1+iV3

. . . 2
@ la forme algébrique est —1 + iv/3 et la forme exponentielle 2¢'5 .
@ la partie réelle est -1. la partie imaginaire est v/3

@ Le module est 2. I'argument 2{

27 ..
@ e's :cos%”—i-/sm%T
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