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Une ( fraction rationnelle ) (fonction rationnelle) a coefficients
dans K est

Fe"
B

avec A et B # 0 deux polynémes de K[X]

L'ensemble des fractions rationnelles a coefficients dans K est
noté [ K(X)

X?+3X+1 : :
Exemple : F(X) = A est une fraction rationnelle, c’est un

2X -6
élément de R(X).
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Soit F = g une fraction rationnelle.

F est (irréductible ) si A et B n'ont pas d'autres diviseurs com-
muns que les polynémes constants non nuls.

X2+ X
Exemple : F(X) = T—Z n'est pas irréductible car X divise a la fois le

numérateur et le dénominateur.
X+1 ., )
G(X) = X est irréductible.

Désormais, on considére que
(les fractions rationnelles écrites sont irréductibles.)
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F = £ irréductible.

o Les racines de A sont les (ou les zéros) de F.
o Les racines de B sont les de F.
o Si F n’est pas nulle, le de F est

deg(F) = deg(A) — deg(B)

&

Exemple :
X2+ X =2

FOO= X Fipx—3)

u}
L)
l
n
it
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Décomposition d'une fraction rationnelle en éléments

simples

Soit F = une fraction rationnelle.

Wl >

(Etape 1 : Partie entiere et partie polaire/fractionnaire.) On fait la

division euclidienne de A par B
A(X) = Q(X)B(X) + R(X), deg(R) < deg(B)
On divise de chaque coté de I'égalité par B et on a :

_AX) _ BX)Q(X) + R(X) _ R(X)

PO =) 5o T BEX)

o Q est la ( partie entiére ) de F

° 5 la ( partie polaire (ou fractionnaire) ) de F.
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Exemple : Déterminer les parties entieres et polaires de

4X* —3X24+2X -1

FX) = X2 -1

La division euclidienne donne
4X* —3X%2 12X —1= (X2 -1)(4X%3+1) +2X

donc

Fox) = X2 1)2?2Xi-: DE2X _ ux2i1)+

2X
X2 -1
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Déterminer la partie entiere et la partie fractionnaire de

X34+1
X2+ X

Notion. On fait la division euclidienne du numérateur A par le
dénominateur B, on obtient une égalité de la forme A = QB + R.
On divise de chaque coté de I'égalité par B et on fait UNE simplification.
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(Etape 2 : Décomposition du dénominateur en facteurs irréductibles)
o SiK=C:

B(X) = C(X — a)™(X — b)"...

avec a, b, ... les racines de B et leurs multiplicités m,n...,, C le
coefficient dominant.

Donc
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o SiK=R:
B(X) = C(X=a)"...(X=b)"...(X?+bi X+ )P(X2+bpX+Cp) ..

avec a, b, ... sont les racines réelles de B de multiplicités m,n... , C
le coefficient dominant, et (X2 + b;X + ¢;) a discriminant strictement
négatifs.

Donc

R(X)

X =)™ (X b (X2t X - a)P(E L X + ).
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Exemple :

2X
X2 -1

4X* —3X2 42X —1
F(X) = o = F(X)=(4X?+1)+

2X
XS DX+

Exercice

On a obtenu précédemment

= F(X)=(4X>+1)

xX3+1 X+1
2 T (X —1)+ 2T
xirx -~ XDt %

Décomposer le dénominateur sous forme d'un produit de facteur
irréductible dans R[X].
Que remarque-t-on ?
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&

(Etape 3 : Décomposition en éléments simples dans (C(X))
Un ( élément simple ) de C(X) est
A

(aX + b)«
avec A\ e C*, a e N*etae C*, beC.
Exemples :

DA
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Théoreme.

F:§:0+§avec
B(X)=C(X—-a)"(X—=b)"...(X—g)°

la décomposition en éléments simples de F dans C(X) est

Q@ Q@ Q@
F(X)—Q(X)+X_a+(x_a)2+"'+m
4 © 4 © S ____EEZ____

X—b (X-—0b)? (X —b)"
I © 4 v e ©
X-g (X-g)

(X —g)P

.

Remarque : Les techniques pour trouver les O seront vues a la fin.
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Exemple : On a F(X) = (4X%+1) + % donc la décomposition
en éléments simples sur C(X) est

a b
F(X)=(@X2+1)+ ——
(X)=( +)+X +X+1 a,beC

Ecrire la forme de la décomposition en éléments simples sur C(X)
— X34 X—1

Notion. Pour chaque racine a de multiplicité m, il faut ajouter un
ensemble de terme
a1 (%] Om

X o X_ag T X—am
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Décomposition en éléments simples dans R(X)

On appelle ( élément simple ) de R(X) toute fraction rationnelle
de I'une des formes suivantes :

o ﬁoﬁaeR*,meN*etaeRﬂbER

AX 4+ p
Q
(aX? + bX + c)P
A=b>—4ac<0, et (\pc,d cRacR, pecN,
(A, ) #(0,0).

ou le discriminant du dénominateur

Exemples :
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Exercice

Parmi les fractions rationnelles suivantes :

2X — 2 2X — 1 2 2X +1
X-1"  (x-1% (x2+1)?  X2-4X+3’

quelles sont celles qui sont des éléments simples dans R(X)?

Notions. les éléments simples sont
o

o e —
(aX + b)m
X+
Qo
(aX?+ bX +c)P
A=b>—4ac<0, et (\puc,d R acR, peN,
(A, 1) # (0,0).

obaeR*, meN*etaeR*, beR

ou le discriminant du dénominateur
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Soit F(X) = EK—X = Q(X) + % avec

B(X) = C(X —a)™(X —b)"... (X + cX + d)P(X>+ eX + f)I...

Théoreme.

La décomposition en éléments simples de F dans R(X) est :

@ Q@

F(X) = Q(X e —

()= Q) + 3+ + =y
X—b (X—=b)yr
L OX+O L OX4O

X2+ cX+d (X2 +cX +d)P
OX+9 L OX40

X2+eX+f (X2+eX+f)a
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Selon ce que contient B, on fait une SOMME d’éléments simples des types

suivants.

facteur de B

Elements simples

V)

(aX + b) X 1b

v V)
aX + b)? +
( ) aX+b  (aX +b)

v V) A3

aX + b)* + +
( ) aX+b  (aX+b)® (aX+b)?

Chaque © est a remplacer par une lettre différente.
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Pour les décomposition dans R(X), on a en plus :

facteur de B

Elements simples

(aX? + bX + ¢)

OX +Q
aX2+ bX +c

(aX2 + bX +¢)?

OX +Q OX+Q

+
aX2+bX+c ' (aX2+ bX + c)?

(aX2 + bX +¢)’

OX +Q

aX?2+bX +c

OX+0 . OX+0
(aX2+ bX +¢c)®  (aX2+ bX +¢)?

(A:b2—4ac<0)
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Donner la forme de la décomposition en éléments simples sur

2X

R(X) de FX) = x—mpix — e+ 1

Notion. Prendre chacun des facteurs du dénominateur, et aller chercher
dans les tableau les éléments simples correspondant a ajouter. on doit
obtenir une addition de plein de petites fractions.
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Exemple de décomposition en fraction rationnelle sur R(X)

X*+3X3+4X2+ X
(XZ+ X +1)(X2+2X +1)

La division euclidienne

X' 43X+ 42+ X = [(XP+ X+ 1)(X2+2X +1)] x 1+ (—2X — 1)

F(X) =

Donc

_X4+3X3+4X2+X_1+ —2X -1
XX FD(XH1)2 T (X2 X FI) (X2 42X 1)

F(X)
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On recherche les racines de
(X2 4+ X +1)(X%2+2X +1)

X? + X + 1 a un discriminant négatif, donc ne se décompose pas dans
R[X], mais X2 + 2X + 1 est une identité remarquable. On a alors

XPEX+1)(X2+2X +1) = (X2 + X +1)(X +1)?

donc

x4+3x3+4x2+x_1Jr —2X -1
X2+ X+1)(X+1)2  (X2HX+F1)(X+1)2

Etape 3. ) Donc F se décompose sous la forme

aX+b n c + d
X2+ X+1 (X+1)2 X+1

F(X) =

F(X)=1+
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Etape 4 :Recherche des coefficients inconnus de la
décomposition

(Méthode prioritaire : Les termes de plus haut degré.)

. A .
@ Pour un pdle «, on repere la fraction X—a)y qui a le plus
-«
degré n.
@ On multiplie chaque coté de I'égalité par (X — )" et on simplifie ce
qu'on peut

@ Puis on pose x = «, et on obtient alors la constante \.

Et on recommence pour tous les péles.
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Suite de I'exemple : On a obtenu la décomposition suivante :

—2X -1 14 aX+b n c N d
(X2+X+1)(X+1)2 7 X2+ X+1 (X+1)2 X+1

F(X) =1+

On multiplie TOUT par (X +1)2 :

(X+1)2+(X;2+XX_+11) = (X+1)+ (aXXJgi);lely +c4d(X+1).
x = —1 donne
O+i=0+0+c+0 = c=1
1-1+1)
Donc
FX) =1+ —2X -1 14 aX+b 1 d

EIXTDXF12 T XX+l (X+12 T X+1
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(Méthode de secours ) Quand on a fait tous les termes faciles, on prend
d’'autres valeurs de x. Autant que de lettres a déterminer!

—2X -1 14 aX +b P S d
X2+ X+1)(X+1)2 7 X2+ X+1 (X+1)2 X+1

1+

Il nous manque trois coefficients.
x = 0 donne

1-1=1+b+14+d & b+d=2

x = 1 donne

-3 a+b 1 d

x = 2 donne

-5 2a+b 1
14— =1 = b+7d=—4
g =it —+gt3 & 6at3b+

d
3
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On obtient un systéme

6a +3b +7d = -4 d = -1
b +d = -2 &---e ¢ b = -1
4a +4b +6d = -6 a = 1
Finalement
X -1 1 -1
F(X)=1+

XZEX 11 (X+12 X1
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Exercice

2X +1
On a F(X) = ﬁ et on sait que sa décomposition en
élément simple est de la forme
a b
F(X) = +

X—1" (X—-1)?

Déterminer a et b.

Notions
@ Pour un pdle « (racine du dénominateur), on repere la fraction

ﬁ qui est de plus haut degré n. On multiplie de chaque coté

— )N
de I'égalité par (X — a)". Puis on pose x = «, et on obtient alors la
constante du terme de plus haut degré.

@ Quand on a fait tous les termes faciles, on cherche a établir autant
d’'équations que de coefficients restant a déterminer en prenant des

valeurs de x qu’on n'a pas encore utilisé (et de préférences simples):
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Et il en reste quoi?

@ Ona X3+5X2—1=(X?2+3)(X+5)—3X — 16. Donner la partie
entiere et la partie fractionnaire de

F_XC+5X2 -1
- X?2+3

2X+5
X2+ X+4
est-il un élément simple dans C(X)? et dans R(X)?

(€
54X — 25

T X —12(XZ+ X + 4)
Quelle est la forme de la décomposition de F en éléments simples
dans R(X)?

@ Et combien de valeurs de X faut-il prendre pour déterminer les

coefficients de cette décomposition ? Quelle est la premiére valeur de
X a choisir?

F
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Réponses

@ Si X3+5X2—1=(X?+3)(X+5)—3X —16 alors

X3 +5X2 -1 —3X — 16
F= =X+5
X2+3 X

7;?;3}6 est la partie fractionnaire et X + 5 la partie entiere.
@ ng;i‘l n'est pas un élément simple pour C(X) et mais c'est un un

élément simple pour R(X) (discriminant négatif).
@

54X — 25 a b cX+d
F = = +

X120+ X+8)  X—12 T (X—1) " (XZ+X 14)

@ pour déterminer les coefficients de cette décomposition, on fait en
premier X = 1, puis on choisir trois autres valeurs pour X.
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