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F ( primitive ) de f & F' = f.

Théoréme.

f une fonction continue sur / intervalle

o f possede toujours une primitive F sur /.

o Toutes les primitives de f sont les fonctions F + C avec C
constante .

o Soit a € | et k € R. Il existe une unique primitive F de f
vérifiant F(a) = k.
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Exemples :

@ Les primitives de f : x — x> + 2x + 3 sont :

1
Vx € R, F(x):Zx4+x2+3x+ C, ou CeR.

1
@ In est I'unique primitive sur ]0,+oo[ de x — — qui s’annule en 1.
X
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f continue sur un intervalle /, a,b € I.
I' de f entre a et b est

b b
/a Fx)dx = [FO]” = F(8) - Fa)
avec F une primitive de f.

X=aax=bhb.
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Remarque :

o Une intégrale est un (_(nombre ).

o Si F, = F + C est une autre primitive de f on a
Fa(b) — Fx(a) = F(b) + C — (F(a) + C) = F(b) — F(a)

o on peut remplacer x par une autre lettre
o Ne pas oublier dx a la fin

b N
° fa ....dx : x va de la valeur a a la valeur b.
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Propriété. relation de Chasles
b c b
/ f(x)dx:/ f(x)dx+/ f(x)dx

Propriété. Linéarité

A € R une constante

/a i (AF(x) + g(x))dx = A / ’ F)dx + /  g(x)dx.
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Théoreme.

I'unique primitive de f qui s’annule en a est

F(Cx)) :/a f(t)dt

. J

Exercice

On considere la fonction f définie sur R par

F(x) = / e dt
0

@ Calculer £(0).

@ Déterminer f'(x) pour tout x réel.
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Exploiter les symétries et/ou la périodicité

o Sif est , alors

/_ f(t)dt—/_(: f(t)dH—/Oa f(t)dt—2/oa (1)t

o Si f est , alors

/_Z f(t)dt = /_Z f(t)dt—I—/Oa f(t)dt =0

o Si f est ( T-périodique ), alors

/TTT e = /abf (t)at, / " feyae = /O "oyt
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Exemple :
03
sin®(x)
f =
(x) 1 4 cos?(x)

e /

1/\
M l | VP
-1

27 HINC)
/ sin (>2<) dx
o 1+ cos?(x)

™ sind(x) y
= /ﬂ- HTSZ(X)C/X (perlode 27T)

=0 (f impaire )
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Primitives usuelles

La facon la plus simple de trouver une primitive de f est de reconnaitre la
dérivée d'une fonction usuelle.

) k1
k# -1
x* (k#-1) = P
1 1 1
* KFY =
1 N -1
x2 X
L =  2Vx
— X
NES
1
- = In|x|
X
e = &
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cosx = sinx,

sinx = —cCosx

S 1 + tan? =
cos2(x) ou + tan® x

tanx = —In|cosx|
1
—— = Arctanx
1+ x
1

———— = arcsinx
V1= x?
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Reconnaitre la dérivée de la composée de deux fonctions

u et g fonctions

u' xg(u) — G(u)
primitive

avec G une primitive de g
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Application

Fonction Primitive
u k+1
Wk (k#-1) | W
u/
— 2
= Vi
% In|ul
5*; (k#1) W
u' e el
u’ cos(u) sin(u)
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Fonction | Primitive

u'sin(u) | —cos(u)
u/

T2 Arctan(u)
u/

Arcsin(u

— (u)

u'g(u) G(uv)

Exemples :
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Calculer une primitive de

2x

h:X—)m

. o' L. u’ P 1
Notion. ¢ a pour primitive In|u|, Lz a pour primitive T Vs @

pour primitive 2./u.
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Linéarisation d'un polyndme trigonométrique

f produit et/ou puissance de cosinus/sinus — linéariser f

™
Linéariser sin?(x) cos?(x) puis calculer / sin(x) cos?(x) dx.
0

. , 0 a—if . i0_ —if

Notions. Formule d'Euler cosf = 12— et sinf) = &5%— et on
développe les puissances ET les produits. Quand on a bien trié le
développement, on utilise les formule d'Euler a I'envers pour retrouver des

sinus et cosinus.
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Cas des fractions rationnelles simples

f fraction rationnelle — décomposition en éléments simples

fonction primitive
1 1
ax+b 5 Infax + bl
1 1 1
aopr (K7 1) R i b
X%H arctan(x)
Ax+p f ch d iabl
2+ bxtc c.t changement de variable
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3

1
Exemple : Calculer/ X dx
0 X + 2

X3 =(X?-2X+4)(X+2) -8 ( division euclidienne )

3 8
- X =x?—2x+4— .
X+ 2 X+ 2
Donc
1 X3 1
/ dx:/ X2 —2x 44— dx
0 X+2 0 X+2
1
_[x3—x2—|—4x—8|n]x+2]
3 0

1?—8|n3—|—8|n2
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2

X
x2 41

Calculer une primitive sur R de x —

Notion. Une primitive de ﬁ est arctan x.
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1 dx

-1

3
Décomposer ——— en éléments simples et calculer —_—.
x2—1 5 X2

Notions.

@

@

On cherche les racines du dénominateur pour le factoriser sous la
forme (x — r)(x — r)....

On sait ensuite que la décomposition en élément simple sera
1 a_ 4 b +

X1 x-n X—rp
on multiplie par (x — r;) et on pose x = r; pour trouver a. On fait de
méme pour b.

1

X—n

Une primitive de est In|x — ry|.
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Et il en reste quoi?

@ Quelle est la primitive de f qui s'annule en 17
@ Quelle est la primitive de v’e" avec u une fonction?

@ Quelle est la méthode pour calculer la primitive de (sin x)1°? (ne pas
faire le calcul)

@ Quelle est la primitive de % ?
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Réponses

@ F(x) =[] f(t)dt.

@ e

@ Linéarisation par les formules d'Euler.
@ In|ul.
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