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@ Equations différentielles linéaires du deuxiéme ordre



Une équation différentielle linéaire du deuxiéeme ordre a

coefficients constants ) est
(E): Veel, ay’+ by +cy=d(t),

avec a, b, ¢ constantes, a # 0, d une fonction continue et y une

fonction (inconnue ).

Une (solution ) de (E) est une fonction qui marche dans

I'équation. Le graphe d'une solution est une ( courbe intégrale
de (E).
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Résolution d'une équation différentielle linéaire

@ solutions yp de I'équation homogene
@ solution particuliere y,
@y=ynty

@ conditions initiales
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(E):
Définition

ay” + by’ + cy = d(t)

(En) :

( L’équation homogene ) associée a (E) est

ay” + by’ + cy =0.




Etape 1 : Résolution de I'équation homogene

(En): ay” + by +cy=0 = ar’ +br+c=0
équation caractéristique

o A > 0 = deux racines réelles et .
yn(t) :)\et+uet A e R.
o A = 0 = racine double .
() = Qe+ )l A per,

o A < 0 = deux racines complexes conjuguées r = (Ca ) + i@ et
F=a—Iif.

yu(t) = Lot (A cos(t) + ,usin(t)) A\ €R.
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Remarque : ( sciences physiques)

yo(t) = e (Acos(Bt) + psin(Bt)) A, pu€eR.
peut se mettre sous la forme

y(t) = Re“f cos(Bt + ) avec (R,p) € Rt x R.
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Trouver les solutions a valeurs réelles de I'équation différentielle
homogene

(Ep): y" +2y'+5y =0.

Notions.
o L'équation caractéristique est ar®> + br + ¢ = 0. A son discriminant.

o Si A <0, I'équation caractéristique a deux racines complexes
r=a+ifetr=a—ip.

Vt € R, ya(t) = e** (Acos(Bt) + psin(Bt))  ob (A, pu) € R2
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Etape 2 : Solution particuliere

(E): ay"” + by’ + cy = d(t).
solution particuliere de (E) :

o Une constante ou autre fonction évidente

o Si le second membre est un produit de polyndmes, exponentielle
et/ou cosinus, sinus simple. on sait faire.

@ sinon... on ne sait pas faire.
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ay” 4+ by’ + cy = (Polynéme)e"t

L'équation caractéristique est ar? + br + ¢ = 0. On compare ses racines
avec Q.

o Si © n'est pas une racine : Cyp(t) = (Polynéme inconnu)eot)

o Si © est une racine simple (yp(t) =t x (Polynéme inconnu)eOt)

o Si Q est la racine double (yp(t) = t2 x (Polynéme inconnu)e@t)

Le polyndme inconnu ayant de méme degré que le second membre dans

tous les cas. On dérive et on reporte y, dans I'équation pour déterminer le

polynéme inconnu.

Remarque : Si le second membre est (Polyndme) — (Polyndme)e®t.
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Résoudre I'équation différentielle

(E): y"+2y' +y=2e"".

Notions.
o L'équation caractéristique est ar® + br + ¢ = 0. Si A =0, elle a une
unique racine réelle ry (racine double) et y,(t) = (At + u) et
o Si le second membre est P(t)e™!, avec m la racine double de
I'équation caractéristique, on pose y,(t) = t? x R(t)e™ avec R
polynéme inconnu de méme degré que P.
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ay” + by’ + cy = (Polynéme) cos(Vt) ou (Polynéme)sin(Vt)

(Méthode complexe) On crée une nouvelle équation complexe

Ot

y =z, cos(Vt) — eVt sin(Vt) - et

(Ec) az" + bz’ 4+ cz = (Polyndme)e’”*

On trouve une solution particuliére grace a la méthode précédente.

On revient dans R :

o Si le second membre contenait cos(Vt), alors ( y, = Re(zp)

o Si le second membre contenait sin(t), alors ( y, = Im(zp)
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ay” + by’ + cy = (Polynéme) cos(Vt)e®*t ou (Polyndme) sin(Vt)e®t

(Méthode complexe) On crée une nouvelle équation complexe

y =z, cos(Vt) — et sin(Vt) — et

(Ec) : az" + bz 4 cz = (Polynéme) e(#+7)t
On trouve comme précédemment.

On revient dans R :

o Si le second membre contenait cos(Vt), alors ( y, = Re(zp)

o Si le second membre contenait sin(Vt), alors ( y, = Im(zp)
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Principe de superposition

(E) = ay” + by + cy = bi(t) + ba(t)
@ yp1 solution particuliere de ay” + by’ + cy = bi(t).

@ yp2 solution particuliere de ay” + by’ + cy = by(t).
@ yp=Yyp1+ Yp2:
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Etape 3 : Solutions de I'équation (E)

Les solutions sont

avec

Y=Yp+Yn

o yp les solutions de |'équation homogene associée

o yp une solution particuliere
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Etape 4 : conditions initiales

o ay’ + by’ + cy = d(t)
° y(to) = yo
° y'(to) = yg
= solution unique (constantes A, ;1 uniques)
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Résoudre (E) : y” + 2y’ + 5y = 10cost avec y(0) = 1 et
y'(0) = 0.

Notions.
@ Onadéjafait A<O0, r=—-1+2/et

yn(t) = (Acos(2t) + usin(2t)) e "

@ Particuliere : on passe en complexe en remplagant y par z et cos(mt)
par e/ — Second membre Pe*!. si k n'est pas une racine de
I'équation caractéristique , alors z, = Rekt ol R est inconnu de méme

degré que P. Ensuite y, = R(z,)

@ y=ynt+ty
@ Les conditions initiales permettent de déterminer \ et p
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Plusieurs courbes intégrales avec des valeurs de constantes différentes
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Et il en reste quoi?

@ Quelles sont les solutions de ay” + by’ + ¢ = 0 quand
A =b>—4ac>07?

@ Si le second membre d'une équation linéaire du second ordre est
(4x% + 2)e3* (avec 3 racine simple de I'équation caractéristique)
comment poser une solution particuliére y, ?

@ Et apres avoir posé y,, on fait quoi?

@ Comment déterminer les constantes dans les solutions d'une équation
différentielle ?
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Réponses

@ yp = et + pe™! avec 1, r; les deux racines du polynéme
caractéristique.

@ y, = x(ax® + bx + c)e3*
@ On reporte dans I'équation et on déterminer a, b, c.

@ En utilisant les conditions intiales.
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