Diagonalisation

(Réduction)
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@ Objectifs
@ Valeurs propres et vecteurs propres
@ Endomorphismes/matrices diagonalisables

@ Endomorphismes et Matrices Trigonalisables

E=R"

dans ce chapitre. mais ¢a marche aussi avec E espace vectoriel autre.
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Diagonalisable - trigonalisable

u un endomorphisme de E.

o u est ( diagonalisable ) si la matrice de u dans une certaine
base B est diagonale.

o u est ( trigonalisable ) si la matrice de u dans une certaine
base B est triangulaire supérieure.

DA
4/40



Définition
A une matrice carrée .

o A est ( diagonalisable ) si A= PDP~! avec D diagonale et

P inversible.

o A est ( trigonalisable ) si A= PTP~! avec T triangulaire
supérieure et P inversible.

Alu

P matrice de passage | de la base B

D ou T | matrice de u dans la base B

DA
5/40



Objectifs du chapitre

o ( Diagonaliser u ) =

trouver une base dans laquelle la matrice de u
est diagonale

o ( Diagonaliser A ) = trouver P et D tels que A= PDP~! supérieure.

Application : A", e”, reconnaitre des projections ou symétrie, suites
récurrentes, systemes d'équations différentielles....
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u endomorphisme de E.
u(x) = Ax

o)\e]Restunedeu

o Le vecteur x est un ( vecteur propre ) de u
Remarque : 0 peut étre une valeur propre.
Mais O ( n’est pas ) un vecteur propre

8
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Exercice

Dans R?, on considere I'endomorphisme f défini par

f(X,_y):(4X—y,—2X+5y)

@ Calculer I'image du vecteur (—1,2) et du vecteur (1,1).

@ En déduire que ce sont des vecteurs propres de f, a quelles
valeurs propres sont-ils associés ?

.

Notions. Si on a u(x) = Ax avec x # 0, alors
o le vecteur x vecteur propre de u.

o le scalaire A € R est une valeur propre de u associée a x.
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o Le Sp(u) est I'ensemble des valeurs propres.
o Si A € R est une valeur propre de u,
le (sous—espace propre associé a )\) est

E) = {x € E tels que u(x) = Ax}
plus le vecteur nul.

Il contient les vecteurs propres associés a la valeur propre A,
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Propriétes des éléments propres

Théoreme.

Le sous-espace propre E) est stable par u autrement dit

U(E)\) C E.

Démonstration. Soit x € Ey. alors u(x) = Ax € E)
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Propriété.

Toute famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres
distinctes est libre.

Démonstration. Par récurrence sur n € N*, montrons que

toute famille de n vecteurs propres associée
a des valeurs propres distinctes est libre.

o Une famille de 1 vecteur propre est libre car il est non nul par
définition.
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o Soit n € N* tel que

toute famille de n vecteurs propres associée
a des valeurs propres distinctes est libre.

Soient (x1,x2, ..., Xp+1) une famille de n+ 1 vecteurs propres
associés aux valeurs propre A1, ..., A\py1 (distinctes).
Soient a; des scalaires tels que

n+1 n

Z a;x;=20 = apr1Xpt1 = — Z aiXj (*)
i=1

i=1
On applique u a I'égalité et par linéarité, il vient :

n
ant1u(xns1) = — Y aiu(x)

i=1
Or, on a par définition u(x;) = \;x; pour tout i € [1,n+ 1], donc

)\n+1(an+lxn+1 g aj\iX;

Diagonalisation 13 /40



n
On utilise (*)apt1xpr1 = — g ajx; a gauche de I'égalité :
i=1

n n
= )‘n+1 — Z aiXj | = — E a,-)\,-x,-
i=1 i=1

Donc
n
E ai(App1 — Ai)xi =0
i=1
Or x1,...,xp est une famille de n vecteurs propres associée a des valeurs

propres distinctes, donc elle est libre, doncVi=1...n, on a
a,'()\,,+1 - )\i) =0

Les A étant distincts, on a donc a; =0,Vi=1...n.
En reportant dans I'égalité de départ, on obtient

ant1Xn+1 =0

Donc ap4+1 = 0 car x,41 # 0. Donc tous les a; sont nuls et la famille est
libre.
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Exemples de recherche d'éléments propres

Exemple 1. Soit o € R. On considere I'homothétie de rapport «

ho: E — E.
X = ax

Déterminons ses valeurs propres et vecteurs propres.
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Exemple 2. Soit F® G =E
p-E—E

la projection sur F parallelement a G.
Déterminons ses valeurs propres et vecteurs propres.

Soit s : E — E la symétrie par rapport a F parallelement a G.
Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de s.
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A connaitre

Si on obtient une matrice diagonale, avec sur la diagonale :
o « partout, alors on a une homothétie de rapport «
o des 0 et 1 partout, alors on a une projection sur E; parallelement 3 Ep.

o des -1 et 1 partout, alors on a une symétrie par rapport a E;
parallelement a E_;.
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Le point de vue matriciel

A associé a u — valeurs propres et vecteurs propres de u.

©

A est une ( valeur propre ) de A si (A — Al,) est non
inversible : det(A — Al,) = 0.

Sp(A) le ( spectre ) de A est I'ensemble de ses valeurs
propres

©

o X #£ 0 est un ( vecteur colonne propre ) de A si AX = AX

o Le ( sous-espace propre associé a la valeur propre A\ ) est

Ex(A) = Ker(A — Mlp) = {X € M,1(R), AX = XX}
Remarque : A est inversible < 0 n'est pas une valeur propre de A.
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Définition

Polyn6me caractéristique et valeur propre

Le Cpolynéme caractéristique) de la matrice A est
On a

Pa()\) = det(A — Al,)

Remarque : tr(A) (la < trace > de A) est la somme des coefficients
Exemple pour n =2 :

[m]

Pa(A) = (—1)"A" 4+ (=1)" T tr(A)A""L + .. + det(A),
diagonaux de A.
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Propriété.

Deux matrices semblables ont le méme polynéme caractéristique.

Démonstration. Soit A et B deux matrices semblable A = PBP~1.
A— X =PBPt - \PIP7=P(B-\)P!

donc
Pa()) = det(A — \l) = det(P(B — AI)P~Y)
= det(P) det(B — Al) det(P)

= det(B — Al) = Pg())
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Si A et B sont deux matrices représentant le méme endomorphisme u dans
des bases différentes, alors A et B ont le méme polynéme caractéristique.

Le ( polynbme caractéristique ) de u est
Py(A) = Pa(})

avec A matrice de u dans une base.

Remarque : par exemple dans la base canonique.
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Théoréme.

Les valeurs propres sont les racines du polynéme caractéristique.

Démonstration. A est une valeur propre de A
& det(A— ) =0

-~ PA()\) =0

A est une racine du polynéme caractéristique
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Corollaire.

o Un endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension n a
au plus n valeurs propres distinctes.

o Une matrice carrée de taille n a au plus n valeurs propres
distinctes.

Démonstration. Le polyndme caractéristique est de degré n. Donc il
admet n racines distinctes au maximum, donc n valeurs propres au

maximum.

Diagonalisation 23 /40



Définition

A est une valeur propre (de multiplicité m) si A est une racine
de multiplicité m du polynéme caractéristique.

dont la matrice dans la base canonique est

Exemple : Déterminer les valeurs propres de I'endomorphisme u de R3

1 4 2
A=|0 -3 -2
4 3

0
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24 /40



Exercice

Déterminer les valeurs propres de I'endomorphisme v dont la ma-
trice dans la base canonique est

A=

= O W
_= N =
w o =

Notions. Les valeurs propres sont les racines du polynémes
caractéristiques P(\) = det(A — Alp).
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Sous-espace propre associé a une valeur propre

Racines du polynéme caractéristique — valeurs propres
Sp(u) = {1, A2, ...}

Pour chaque valeur propre — ses vecteurs propres et son espace propre
o valeur propre A1, on résout I'équation u(x) = A1 x.
Les solutions = Ej,.
o valeur propre Az, on résout I'équation u(x) = Aax.
Les solutions = Ej,.

o etc.
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Théoreme.

A une valeur propre de d'ordre de multiplicité m :

1<dim(Ey) <m

Remarque : Si A\ de multiplicité 1, alors dim(Ey) = 1.
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Exercice

Soit I'endomorphisme u dont la matrice dans la base canonique
est

A=

= O W

11
2 0
1 3

Déterminer les sous-espaces propres associés aux valeurs propres :
2 (multiplicité 2) et 4 (multiplicité 1).

Notion. Le sous-espace propre associé a la valeur propre A est I'ensemble
des solutions de I'équation u(x) = Ax avec x un vecteur inconnu.
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Et il en reste quoi?

@ 2 est une valeur propre de I'endomorphisme u signifie que...
@ C'est quoi 'espace propre associé a la valeur propre 2 de u?
@ Si A est la matrice de u, det(A — \/) est ....

@ 23 quoi ca sert de calculer ce déterminant?
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Réponses

@ 2 est une valeur propre de I'endomorphisme u signifie que...
il existe x non nul tel que u(x) = 2x

@ C'est quoi |'espace propre associé a la valeur propre 2 de u?
Les solutions de I'équation u(x) = 2x.

@ Si A est la matrice de u, det(A — \/) est ....
le polyndme caractéristique de A et de u.

@ 23 quoi ca sert de calculer ce déterminant?
a trouver les valeurs propres, ce sont les racines de ce polynéme.
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Diagonalisation et vecteurs propres

Diagonaliser u
écrire :

avec A1, Ao, ...
propres)

= donner la base B’ de vecteurs propres et

A1, 0 0
Mg (u)=| 0 A2 O

les valeurs propres (dans I'ordre des vecteurs
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.

Diagonaliser A ) c'est écrire

A= PDP!

avec P = P(C,B’) matrice de passage de la base canonique a

une base de vecteur propre B’

M, 0 0
0 X O

matrice diagonale contenant Aj; Ao, ..

. les valeurs propres.

J

Remarque : Il suffit d'écrire la formule. On ne cherche pas a la calculer!
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La condition de diagonalisation

Théoréme.

Dans R”, u ou A est diagonalisable <

@ le polynéme caractéristique P est scindé sur R (toutes les
racines sont réelles).

@ La dimension de chaque sous-espace propre E) est égal a la
multiplicité de la valeur propre \.

Autrement dit, on a
PO) = (A= M)A = X)X = Ap)™
et
dim(Ey,) = m1,dim(Ey,) = mp,--- ,dim(Ey,) = mp

En particulier, la somme des dimensions des sous-espaces propres
est égale a n.
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Propriété.

Une base de diagonalisation = la réunion des bases de chacun des
SOUS-ESpaces propres.

Un cas particulier :

Propriété.

Si le polyndme caractéristique P posséde n racines ( distinctes ),

alors u (A) est diagonalisable.
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Exemple : On consideére I'endomorphismes f de R? dont la matrice dans

la base canonique est
1 -1
=07

Dire si cet endomorphisme est diagonalisable, et diagonaliser
I'endomorphisme dans ce cas.

Diagonalisation
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Exercice

On considere I'endomorphismes g de R3 dont la matrice dans la
base canonique est

41 -4
B=|[2 3 -4
2 1 -2

Dire si cet endomorphisme est diagonalisable, et diagonaliser I'en-
domorphisme dans ce cas.

Notion. Un endomorphisme est diagonalisable si son polynéme
caractéristique est scindé et si la dimension de chaque espace propre
correspond a la multiplicité de la valeur propre correspondante.
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Rappel ) u est trigonalisable < base de E dans laquelle T matrice de u

est triangulaire supérieure. A est trigonalisable < A = PTP~! avec P
inversible et T triangulaire supérieure.

Théoreme.

u (ou A ) est trigonalisable < son polynéme caractéristique P
est scindé dans R (toutes les racines réelles).

Propriété.

Si u (ou A ) est trigonalisable, la diagonale de la matrice T
contient les valeurs propres.

Remarque : Idem pour une matrice.
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Exemple : Soit u I'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base
canonique est

0 3 3
M=1]-1 8 6
2 —-14 -10

L'endomorphisme u est-il diagonalisable ? trigonalisable ? Trigonaliser u si
c’est possible.
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