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Différentielle

La ( différentielle de f en a ) est la fonction
df,: R> - R

v — dfy(v)=D,f(a) = rad (f)(a)-v
C’est une application linéaire ayant pour matrice

grad ()(a)
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Remarque :

avec les notations

dx : (x,y) — x et dy : (x,y) —y.

of of
dx + ~-(a)dy

dfy = ax( 2) oy

v = (h, k) — dfy(v) = gi( Yh + g;(a)k

Sans préciser le point a :

Exemple :

of of
df = —dx + —dy
ax "oy
Exprimer la différentielle en tout point de la fonction
fi(x,y)— x%y3
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Exercice

Soit f la fonction définie sur R? par
V(x,y) € R?, f(x,y) = xysin(x> + y?)

Calculer ses dérivées partielles premieres et donner sa
différentielle.

f f
Notion. df = %dx + gydy.
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Cas des fonctions composées

Théoreme. Composition par une fonction d’une variable

Si u(t), v(t), f(x,y) de classe C! alors f(u(t), v(t)) de classe C*
et

[f(u(t), v(t))]' = u’%(u, v)—i—v'g—;(u, v) = (gra (F)(u, v))-(u', ).

J
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Exemple : Soit f la température en chaque point d'un pays. On considére
un point M(t) (voiture) qui se déplace avec les coordonnées (u(t), v(t)).
Ainsi la fonction g(t) = f(u(t), v(t)) est la variation de la température au
cours d'un voyage.

La dérivée de g est donnée par :

g'(t) = (grad (M) (u(e), v(1)) ) - (4/(2), V(8)).

Le vecteur (u/(t),Vv/(t)) est le vecteur vitesse de la voiture donc la dérivée
de la température au cours du voyage est le produit scalaire du gradient du
champ de températures par le vecteur vitesse du mobile. En valeur
absolue, g’(t) est d'autant plus grand que le vecteur vitesse est dans la
direction du gradient. Cela signifie que la variation de température est plus
grande lorsque le mobile suit le vecteur gradient.
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Composée d'une fonction de deux variables

Théoréme.

g(x,y) = f(u(x,y),v(x,y))

Si u, v et f sont de classe C!, alors g est de classe Cl et

og _of Ou of ov
a(X,Y) - %(U, V)&(Xay) + E(lh V)a_X(va)

et

og _of Ou of ov
a—y(X,)’) = %(U, V)a(xa)/) + E(U, V)@(X,Y)-

Pour la différentielle, on obtient

d _(ﬁ@+ﬁ@)x (ﬁ@+ﬁ@)
&= \Budx " Bvox Oudy  Ovdy v
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Différentielle en coordonnées polaires.

f:(x,y) = f(x,y), x=rcos(f), y=rsin(0)
g(r,0) = f(rcos(), rsin())
. dérivée par rapport a r :

og _of d(rcosf) ~Of d(rsin @)
E(rva) - aX(X7y) or + ay(X7y) or

f . of : :
= &(r cosf, rsinf) cosf + @(r cosf, rsinf)siné

Dérivée par rapport a 6 :

g _of d(rcosf) ~Of d(rsinf)
ae(rve)_aX(X7y) 89 +ay(X7y) 6(9

of . : of :
= a(rcos@, rsinf)(—rsinf) + a(r cos @, rsinf)(rcosf)
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La différentielle est donc

of . ,0f _Of of
dg = <cos€ax + sin 06y> dr + (—rsm 0& + rc0598y> dé
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Soit f une fonction de classe C!.

On fait les dérivées partielles de Ix :

X
o (0f 0f o (0f 0f
wa) s ¢ 55 " me
On fait les dérivées partielles de 8— :
dy
A A . 9oy i
ox\dy/ — Ox0Oy oy \dy/ — 0y?

On obtient les quatre ( dérivées partielles secondes ).

OPf Pf

Remarque : Les (_dérivées secondes croisées ) sont —— et ——
Oxdy - Jydx
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Exemple : Déterminer les dérivées partielles secondes de la fonction

f: R = R
(x,y) +— exp(xsin(y)).
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f est de ( classe C% ) sur A < ses dérivées secondes existent et
sont continues sur A.

C?(A,R) = I'ensemble des fonctions réelles de classe C? sur A

Remarque : Les fonctions usuelles sont toutes de classe C? sur leur
ensemble de définition, SAUF la racine carrée et la valeur absolue en 0, les
arcsin et arcos en 1 et -1.

Fonctions réelles de deux variables 13 /29



Calculer les dérivées partielles premiéres et secondes par rapport
a x et y de la fonction

2

f(x,y) = e cosy

. L . . of  oOf e,
Notions. Les dérivées partielles premieres sont — et —, les dérivées

Ox Oy
P Pf PFOF

artielles secondes sont —, ———, ——— et )
P Ox2' Oxdy' dydx — 0Oy?
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Théoréme. de Schwarz

Si f est de classe C? alors

0?f B 0*f
Ox0y  Oydx

Attention : Si les dérivées partielles secondes d'une fonction f existent
mais ne sont pas continues ce résultat n'est plus valable.
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Théoreme. Formule de Taylor-Young a I'ordre 2

Si f est de classe C?, alors son développement limité d'ordre 2 en

a=(a,p) est:

f(x,y) =f(a) + p(x — a) +q(y — B)

N~

2 (rlx =) +2s(x—a)(y = B) + tly = B)2) +o(ll(x, y) — all?),

of of

avec p = 5-(a), 8y( a),
02 f 02 f 02f
r= 8X2( ) S = axay(a)v t= y2 (a)

(notations de Monge).

Remarque : Autre version de cette formule :

f(a+ (h k) = f(a) + ph+ gk + %(ﬂ# + 2shk + tk? ) +o(|(h, k)12
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Exemple : Donner un développement limité a I'ordre 2 en (0,0) de la
fonction

On calcule f(0,0) =1,
p =sin(y)e*s"Y =0; q=xcos(y)e*"Y =0; r=sin’(y)e*S"Y =0;

s = cos(y)e**"Y 4 xsin(y) cos(y)e*s"Y = 1;
t = —xsin(y)eXSi”y + x? cosz(y)eXSi"y =0

On a donc
fF(x,y) =14 2xy + o([|(x, )|I?)
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a un point de I'ensemble de définition de f qui ne soit pas sur le bord.

o f présente un ( maximum local ) en a :
Vv € B(a,r), f(v) < f(a)
o f présente un { minimum local ) en a :
Vv € B(a,r), f(v) > f(a)
o f présente un ( maximum global
Vv e A, f(v) < f(a)
o f présente un ( minimum global ) en a:
Vv e A, f(v) > f(a)
o (extremum ) = minimum ou maximum
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Remarque : Graphiquement, la fonction f admet un extremum local en a
si la surface représentant f reste localement en dessous ou au dessus du
plan d’'équation z = f(a).
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Cas d'une fonction de classe C!

Propriété.
@ f classe C! présente un extremum local en a,

alors ) son gradient en a est nul :

of _
ﬁ(f)(a)zw,ow{? :
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Attention ) Le gradient de f peut s'annuler en un point qui n'est pas un

extremum local.

Exemple :

f:(x,y)—>x2—y2—|—3

En (0,0), le gradient s'annule sans que la surface ne présente d'extremum
local.
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Un ( point critique ) de f est un point ou les deux dérivées par-
tielles sont nulles.

Un point critique n'est pas toujours un extremum local mais un
extremum local se situe toujours en un point critique.

Exemple : Soit f(x,y) = x? + y? — 2x — 4y. Déterminer les points
critiques de f.

S &

DA
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Cas d'une fonction de classe C?

Théoreme.

Soit a (un point critique) de f. On calcule au point a :

) 0°f \*  *f f
s“—nrnt=\—%") — 55 7>
Oxdy Ox2  Oy?

@ sis2—rt <0, aest un extremum local de f

» sir >0, aest un minimum local de f.
» sir <0, aest un maximum local de f.

@ si s> —rt >0, aestun( point col

@ si s> — rt =0, alors on ne peut pas conclure.
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Exemples : Etude des points critiques de

f:(x,y) = xy
of of
ox oy

On calcule les dérivées secondes en (0,0) :
r:&:O, s = 82f: , t:ﬁzo
Ox? Oxdy Oy?

= x point critique(0, 0)

Donc en (0,0)

P—rt=1>0

c’est un point col.

0
b a5 ] %
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Etudier les points critiques de la fonction f définie sur R? par

f:(x,y)—>x2—l—y2

Notions.
o Si f a son gradient (les dérivées partielles premiéres) en a nul, alors a
est un point critique.
= (ZE) 22 st <0,
est un extremum local de f : si r > 0, a est un minimum local et si
r < 0, a est un maximum local.

2

@ en un point critique s
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Remarque : Les points < selles > ne sont pas les seuls points cols.

(x,y) = xy(x = y)(x+y)
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Et il en reste quoi?

0?f B 0?f -
Ox0y  Oydx
@ Si f(x,y) a un maximum local en a, que se passe-t-il graphiquement?
@ Et pour le gradient de £ 7

@ A quelle condition a-t-on

@ Dans s? — rt, que signifie s, r et t?

Fonctions réelles de deux variables 28/29



Réponses

PfPf
Ox0y  Oydx

@ A quelle condition a-t-on

Si f est C2.

@ Si f(x,y) a un maximum local en a, que se passe-t-il graphiquement?
la surface représentant f reste localement en dessous du plan
d’équation z = f(a).

® Et pour le gradient de f?
le gradient est nul.

@ Dans s% — rt, que signifie s, r et t?

(pey L we e
5= oxdy )’ Ox2’ ~ Oy?
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