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@ Convergence des suites réelles

@ Limites et relation d'ordre
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Limite finie d’'une suite réelle

(Un)nen vers un réel ¢ :
Ve >0, dN: € N, Vn > N.,
la suite est

lup — ] < e
i =1

ou
convergente.

Un

L
n—-+o00
Remarque : une suite est (ou diverge) lorsqu’elle n’est pas
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La bande horizontale contient tous les termes de la suite a partir d'un
certain rang.

Suites 5/33



)
lim u,=¢, VYn>=N, u, >/¢
n—-+o00
)

=

lim wu,="/¢
n—+-00 n ’

lim wu,=¢"
n——+00

Vnz N, u, <l =
Remarque : en pratique, £ = 0.

lim u,=4/0"
n——+00




Propriétés des suites convergentes

Propriété.

up converge vers 0 < |up| converge vers 0.

Remarque : que avec 0! (—1)" diverge mais |[(—1)"| converge vers 1.

Propriété.

Toute suite convergente est bornée.
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Suites tendant vers |'infini

o (un)nen tend vers +o0 :
VAER, dNs €N, Vn >
o (up)nen tend vers —oo :

NAa Un >A

VAER, INs €N, Vn >
—00) pour limite

NA) Un < A
La suite diverge vers +o0o (ou vers —o0), elle admet +oo (ou
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Propriété.

0 U, = +0o =  minorée.
Au dela d’un certain rang, minorée par un réel strictement
positif.

o u, -+ —00 = majorée.
Au dela d’un certain rang, majorée par un réel strictement
négatif.
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Des limites a connaitre

Propriété.

up = f(n) avec f continue.

Si lim f(x)=4¢, alors lim u,="~¢.
X—00 n—o00

Exemples :

o Les suites (n)nen, (n?)nen, (n°)nen... tendent vers +oo.
1
"2

o Les suites (%)nEN*' (n )neN*’ ( )HEN*

convergent vers 0.
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Des limites a connaitre (2)

o Sia>1,(a"),cy diverge vers +-00

o Sia=1,(a"),cy est constante et converge vers 1.

0 Si0<a<l,(a"),cy converge vers 0

o Sia=0, (a"),cy est constante et converge vers 0.

0 Si —1<a<0,(a"),cy converge vers 0 (en alternant de signe).

o Sia=—1, (a"),cy vaut alternativement 1 et -1. Ne converge pas.

o Sia< —1, (a"),cy diverge completement. Elle change de signe
alternativement.
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Propriété.

f fonction continue.

Si Iim u,=7/¢ lim f(x) = a alors lim f(u,) = a.
n——+00 n x—/ ( ) ’ n—00 ( n)
Exemple :

) ) %

Up = —, lim u, =0, lime*=1
n n—o00 x—0

donc .

[im e? =1

n—o0
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Exercice

In(1+x)

On admet que la limite de est 1 quand x — 0.

Quelle est la limite de la suite suivante ?

nlin (1+%)

Y N I =
neN, u >
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Opérations sur les limites

Propriété.

Si up, — 0 et (v,) est bornée, alors

Up X vp — 0
Exemple :
(,17)n>1 =0, |sin(n) <1
donc
—sin(n) - 0
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Déterminer la limite de la suite

_1)"
u,,:( n) , VneN

Notion. Si (up)nen converge vers 0 et si (vp)nen est bornée, alors la suite
(UnVn)nen converge vers 0.
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(Opérations de limites simples) up — f1 et vy, — 0>

lim(un + va) | lim(up X va) | lim(Aup) | lim(g) | lim(¥2)

01+ 0r {1 X U> A1 é 7

‘ Sauf formes indéterminées.

Remarque : La factorisation par le terme dominant et autres techniques
pour lever les indétermination sont valables aussi pour les suites

Exemples :
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Calculer la limite de la suite suviante :

5
u,,:n2+3"——3
n
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Remarque : divergente + convergente = divergente.

Mais divergente + divergente =7 et divergente X divergente =7.

Exemple :

Mais

Si n impair .
Si n pair — diverge
Si n impair .
Si n pair — diverge

Uph Xvp,=0—0
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@ Si u, — +oo et v,

m, alors u, + v, — +o0.

NV

@ Si u, —» —oco et v, < M, alors u, + v, = —00

@ Si u, — +oo et v, > 0, alors u,v, — +c

VoWV

@ Si u, — —o0 et v, > 0, alors u,v, - —©

® Siu,— +xo ety

m
m
M < 0, alors upv, = —00
® Si u, — —o0 et v, M

//\ //\

< 0, alors u,v, — +00

Exemple : sin(n) > —1 et n®> — +oo donc sin(n) + n? — 4o
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Exercice

On consideére deux suites (up) et (v,) telles que u, — +oo et
Vp — —o0. La suite u, + v, présente donc la forme indéterminée
400 — 00.

Déterminer la limite (si elle existe) de u, + v, dans les cas sui-
vants :

o u,=netv,=3—n.
o uy=netv,=+/n—n.

o up=n+(-1)"et v, = —n.
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Exercice

On consideére deux suites (up) et (v,) telles que u, — +oo et
vp — 0. La suite u, X v, présente donc la forme indéterminée
0 x oo.

Déterminer la limite (si elle existe) de up, X v,dans les cas suivants :

O Up=netv,=

7] w

2. Sle'l
S~ 3

S

=

O up=nety,

O Uup=netv,=—-+
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Convergence des suites réelles

@ Limites et relation d'ordre
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Relation d'ordre et passage a la limite

@ Siu, >0, alors

@ Si u, < vy, alors

lim w,>0
n—-+00

im u, < lim v,
n——+o00 n——+00
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Théoreme. <« des gendarmes >

Si
Vn e N, up < vy < wp.
up— 0 wp— ¥

Alors

4
Si

lun| < vy vy — 0

Alors

u, —0
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Propriété. (un gendarme)

Si
u, < Vp up, — +oo
alors
Vp — +00
Si
Up < Vp Vp — —00
alors
up = —0o0
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Limite d'une suite monotone

Théoreme.

@ (up) croissante et majorée = u, — ¢ réel.

up) croissante et non majorée = u, — +00.

@ (
@ (un) décroissante et minorée = u, — ¢ réel.
@ (

up) décroissante et non minorée = u, — —o0.
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Exercice

Soit la suite (up)pen définie par
up = 4, Up+1 = \/Up

On admet que Vn € N, u, > 1.
@ Montrer que la suite (u,) est décroissante.
@ La suite (up) est-elle convergente ? Si oui, déterminer sa
limite.

.

Notions.
o Une suite est décroissante si ”Z—:l <1
o Théoreme de la limite monotone : toute suite (up),en décroissante et
minorée converge vers un réel £.
o Si la limite d'une suite existe, on peut faire tendre n — oo dans les
égalités concernant la suite.
o (Bonus) Pour montrer que u, > 1, on peut faire une récurrence.
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Suites adjacentes

(Un)nen et (Vn)nen sont Si
@ une suite est croissante
@ I'autre suite est décroissante.
@ (vp — up) tend vers 0.

Remarque : Dans ce cas, si (up) est croissante et (v,) décroissante, alors

Up < Vp

DA
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(up) et (v,) adjacentes convergent vers la méme limite /.

Si (un) est la suite croissante et (v,) la suite décroissante, alors

up < L< vy
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Démonstration. Si (u,) est croissante et (v,) décroissante.

o (up) est croissante et u, < vp, donc u, — £, € R avec u, < 4,,.

o (Vn)nen est décroissante et Viy > wug, donc v, — ¢, € R avec ¢, <

0= Ilim (vy—up)= lim v,— lim u,=1¢,—1¢,,
n—-+o0o n—-+o00 n—-+o0o

Donc ¢, =¢,.

Suites

Vn.
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Et il en reste quoi?

@ Si la suite (u,) tend vers -5 et la suite v, tend vers 400, quelles sont
les limites de
Un
Un + Vn, Up X Vp, -
Vn
@ Au fait, quand on parle de limite d'une suite, c'est toujours quand
n—7?
@ Une suite bornée multipliée par une suite qui tend vers 0, ¢ca donne?

@ Si u, — +oo et v, > up, alors v, —7
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Réponses

@ Si la suite (u,) tend vers -5 et la suite v, tend vers 400, quelles sont
les limites de u, + v, up X v, et 3—:?
Up + vy — 00, unxvn%fooet“j—ZAO

@ Au fait, quand on parle de limite d'une suite, c'est toujours quand
n—7?
n — +oo

® Une suite bornée multipliée par une suite qui tend vers 0, ¢a donne?
une suite tendant vers 0

@ Si u, — +oo et v, > up, alors v, —7
vV, — 400
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