u}
‘ L)
l
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Domaine de définition dans R
o D = [ intervalle avec ses bords qui sont les extrémités de /

o D = I\{a} (/ intervalle) avec ses bords a et les extrémités de /

Un ( voisinage de a ) V, est
o V, =]b, c[ND avec a €]b, c| si a réel
o V, =]b,+00[ND si a = +o0
o V;=]—o00,c[ND si a= —o0.

Une propriété locale d'une fonction est uniquement valable dans un
voisinage (limite, continuité, dérivabilité....)

Fonctions réelles : Compléments
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Plan

@ Limite

2) Continuité

3) Théoreme des valeurs intermédiaires
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Soit ¢ € R.
lim, 0 =¢

f (tend vers £ en a ) (ou admet une limite finie) :

Ve >0, 3V,

Vx eV,
Donc 0 < x < &2

[f(x)— ¢ < e.
Exemple : Racine carrée en 0. Soit £ > 0. On pose Vo = [0,£%[ et x € V.
Donc

[Vx—0l=vx<Ve2=¢

limvx=0
x—0
~ Fonctions réelles : Compléments
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f (tend vers +00 ) en 2
VAeR, dV,, VxeV,
f (tend vers —oo ) en a

f(x)=A
VA € R,

3V,

Vx eV,
Exemple : . Fonction carré en +00. Soit A € R, on pose
Vieo =]V |A|, +00[ et x € V. Alors

f(x) <A

Donc

x =2 /|Al

= x2 > A
lim x% = 400
X—+400
~ Fonctions réelles : Compléments
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Propriété. Unicité de la limite

Si une fonction f posséde une limite en a, alors cette limite est
unique.
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Plan

1) Limite

@ Continuité

3) Théoreme des valeurs intermédiaires
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Continuité en un point

fest :
)I([;na f(x) =f(a)

Dans le cas contraire, f est ( discontinue en a ).
Exemple :

o X — 4/x est continue en 0 puisque Iimoﬁ =0=+0
X—>
o La fonction partie entiére n'est pas continue en m € Z

DA
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Si f (non définie en a) une extrémité réelle de D et
=1
Alors
f:

eR
Dufa} — R

X

si x # a

six—=a

f(x)
- { f
est (Ie prolongement par continuité en a de f).

DA
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Exemple : Montrer que la fonction

f: R* - R
X =  Xx<sin

X =

se prolonge par continuité en 0.

Fonctions réelles : Compléments
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Exercice

Montrer que la fonction

fi R~{-1} - R
x(x3+1)

X x+1

se prolonge par continuité en -1.
Indice : Faire la division euclidienne de x3 4+ 1 par x + 1.
p

Notion. Si f n’est pas définie en a et si f admet une limite finie £ en a, on
peut prolonger f par continuité en a en posant f(a) = /.
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Pour a € D.
o f est (continue a gauche) en a

XI_i)rg_ f(x) =f(a)

o f est { continue a droite ) en a

ier f(x)=f(a)

DA
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Exemple : La partie entiere est continue a droite en tout m € Z mais
n'est pas continue a gauche en tout m € Z.

2 & —
1 o—
2 1 1] ¥ 2 3
o——i
o— 2
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Propriété.

La fonction f est continue en a < f est continue a gauche et a
droite en a.

Exemple : ,
Vx € R, f(x) = |x] + (x — LXJ)

Montrer que f est continue en tout m € Z.
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Continuité sur une partie de R

Définition

f est ( continue sur D ) < f est continue en tout point de D.
D.

C(D,R) ou C°(D,R) est I'ensemble des fonctions continues sur

La courbe représentative de f peut étre dessinée < sans lever le
crayon > sur chaque (intervalle ) de D.

DA
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Exemples :
o Toute fonction polynomiale est continue sur R.
o Pour tout m € Z™*, la fonction x — x™ est continue sur R*.
o sin, cos et exp sont continues sur R.
o In est continue sur R**.
o x — /X est continue sur RT.
o Pour tout o € R, la fonction x —3 x® = e*!"X est continue sur R1*.

o Pour tout o € R™*, la fonction f : x — x& = eInx peut étre
prolongée par continuité en 0 (en posant 7(0) = 0). La fonction
obtenue est alors continue sur RY.
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Opérations et continuités

Théoreme.

f et g deux fonctions continues :

o Af + ug est continue
o fg est continue
o si g ne s'annule pas, alors Ef est continue

o gof est continue

Exemple :

Fonctions réelles : Compléments 18 /36



Exercice

Justifier que la fonction

est continue sur |2, 4-o0|.

Notion. Les fonctions usuelles sont continues sur leur ensemble de
définition. La somme, le produit et la multiplication par une constante de
fonctions continues est continue. La composée de fonctions continues est
continue si les ensembles de définitions sont respectés.
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1) Limite

2) Continuité

@ Théoreme des valeurs intermédiaires

«4O> «F)r < » > Q™



Lemme des valeurs intermédiaires

Lemme.

Soit f une fonction réelle continue sur un intervalle /.

On suppose qu'il existe a et b € | tels que
f(a)f(b) <0

(f(a) et f(b) sont de signes contraires)

alors il existe ¢ € [a, b] vérifiant

f(c)=0
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Démonstration. Supposons a < b, f(a) <0 et f(b) > 0.
Le principe = on approche ¢ par deux suites adjacentes
o [a, b] coupé en deux — [a,(a+ b)/2] et [(a+ b)/2, b].
Si ¢ tel que f(c) = 0 existe dans [a, b] alors il est dans une des deux
moitiés.
o On prend cette moitié, on re-coupe en deux.
Donc c est encore dans une des deux moitiés (quart du départ!)
o Etc.

On obtient une suite d'intervalles emboités, de longueur tendant vers 0,
qui contiennent tous c.
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Etape 1 : Construction des intervalles.

— extrémités de ces intervalles. On définit trois suites (a,), (bn) et (cp)
d'éléments de [a, b] par

b
ag =a, by=>b, cozaz et pour tout n € N,
R A si f(cn) >0 PR si f(ch) =0
= ¢, s f(cn) <O 1= b, si f(cn) <O
B an+1 + bn+l
Cnt1 = - 5

Par construction,
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Etape 2.

Montrons que les suites (ap)nen €t (bn)nen sont adjacentes.

dpn+1 — dn =7

Si f(cn) 20,
antl —apn=apn—an=20
Si f(cn) <O,
b, —
an+1_an:Cn_an:nTa’1>O
Finalement

dn+1 = an
Donc (anp)nen est croissante

De méme, (bs)nen est décroissante.
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Soit n € N. Suivant le signe de f(c,), la différence b,11 — ap41 vaut
Cp — an ou b, — ¢,. Dans les deux cas, on a

1
bn+1 —dn+l = §(bn - an)

) . ) 1
La suite (b, — an)nen est donc géométrique de raison 5 donc on a

VneN, by —a,=

Finalement, (an)nen et (bn)nen sont adjacentes. Elles convergent donc
vers la méme limite notée ¢ € [a, b].

Fonctions réelles : Compléments
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Etape 3. f(c) =0
Comme f est continue,

f(an) — f(c) f(bn) — f(c)

Finalement
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Les d'une fonction f sont les solutions de
I"équation
f(x)=x

Ce sont les points d'intersections de f avec la premiére bissectrice.
au moins un point fixe.

Exemple : Soit f : [0,1] — [0, 1] une fonction continue. Montrer que f a

DA
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Théoreme des valeurs intermédiaires

Théoreme.

Soit f une fonction sur [a, b].

Pour tout y compris entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a, b] tel que

f(c)=y

Démonstration. Soit y un réel compris entre f(a) et f(b).On pose

g(a) = f(a) — y et g(b) = f(b) — y sont de signes contraires car y est
entre f(a) et f(b). D'aprés le lemme précédent, il existe ¢ € [a, b] tel que

glc)=0 <& f(c)—y=0 < f(c)=y
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Exercice

Soit f définie sur R par

X34+ x+1
="

@ f est-elle continue sur R?

@ Calculer f(0) et f(2). Que peut-on en déduire sur
I'équation f(x) =17

Notion. Soit f une fonction continue sur un intervalle | et a et b deux
éléments de | avec a < b. Pour tout réel y compris entre f(a) et f(b), il

existe un réel ¢ € [a, b] tel que f(c) =y.
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ATTENTION : le théoréme des valeurs intermédiaires = existence d’au

moins un c tel que f(c) =y.

Corollaire.

Soit f continue sur [a, b].

Si f est (strictement monotone ) sur [a, b],

c € [a, b] tel que

alors pour tout y compris entre f(a) et £(b), il existe un

fle)=vy

Fonctions réelles : Compléments
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Intervalles

Propriété.

L'image d'un intervalle par une fonction continue est un intervalle.
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o f admet un { maximum local ) en a < il existe un
voisinage V de a tel que

Vx eV, f(x) < f(a)

Si I'inégalité est valable sur tout I'ensemble de définition,
alors f(a) est le maximum (global) de f.

o f admet un { minimum local Jen a € | < il existe un
voisinage V tel que

Vx eV, f(x) = f(a)

Si I'inégalité est valable sur tout I'ensemble de définition,
alors f(a) est le minimum (global) de f.
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Maximum Locals{.

Minimum Local?}./.

Maximum |local

-4 2 D)

Minimum global (et local)
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Théoréeme. Image d’un segment par une fonction continue

f : [a, b] = R une fonction continue.

Alors il existe deux points ¢; et ¢, de [a, b] tels que
f(c1) = min(f), f(c2) = max(f)

f([a, B]) = [f(c1), f(c2)]

En particulier, f est alors bornée sur le segment |[a, b].
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Et il en reste quoi?

@ Si une fonction f a pour limite f(a) quand x tend vers a, on dit que f
est ....?7

@ si la limite a gauche et a droite d'une fonction f en un point a sont
différentes de f(a), que peut-on conclure?

@ Si f est une fonction continue telle que f(2) =5 et f(3) = —1, que
peut-on dire sur I'équation f(x) =07

@ Et sur I'équation f(x) = 3, en sachant que f est strictement
décroissante 7
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Réponses

@ continue en a.
@ f n’est pas continue en a
@ I'équation a au moins une solution entre 2 et 3.

@ I'équation a exactement une solution entre 2 et 3.
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