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Dans quelle situation parler d'intégrale impropre ?

Si f pose probléeme en une borne finie de I'in-
tervalle d'intégration ou a une borne infinie
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o f continue sur [a, b et Iilr)n f(x) = ¢ € R = prolongement f par

continuité de f sur [a, b] :

/ab f(x)dx = /ab f(x)dx.

o f continue sur ]a, b] et lim f(x) = ¢ € R. Idem

Exemple :
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Les cas compliqués

Iilr;n f ou lim f n'existe pas ou est infini
a

Exemples :

1
1
/ Lat
o t

la fonction inverse tend vers +00 en 0T

7T/2 1
/ cos —dt
0 t

cos(1/t) n'a pas de limite en 0
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L'intervalle d'intégration n'est pas
borné : [a, +oo[ ou ] — oo, b].

|
JR
1 t
+oo
/ tdt
0

Exemple :
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Intégrales convergentes ou divergentes

f continue sur [a, b[ (b réel ou infini)

L'intégrale/ f(t)dt est ( convergente ) si
a

/abf(t)dt: lim /:f(t)dt eR

x—b

b
Si la limite n'est pas finie ou n'existe pas, l'intégrale / f(t)dt
a

diverge ).
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f continue sur ]a, b] (a réel ou infini).
b
Lintégrale [ f(e)dt es s
a

b b
/f(t)dtzli_rp/ f(t)dt €R

)

b
Si la limite n’est pas finie ou n'existe pas, |'intégrale / f(t)dt
a

E DA
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f continue sur |a, b[ (a, b réels ou infinis).

@
L'intégrale / f(t)dt est ( convergente ) si / f(t)dt
a a

b
/ f(t)dt sont convergentes (avec ¢ €]a, b|) .
c

/ab f(t)dt = /: f(t)dt—l—/cb f(t)dt.

b
Dans le cas contraire, I'intégrale/ f(t)dt ( diverge ).
a
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les intégrales de Riemann
a € R, a un réel. une borne b > 0

Propriété.

b1
/ t—adt est convergente & a <1l
0

+oo
/ t—adt est convergentesi & o> 1.
b

Propriété.

| '
\

b dt
- converge < a<l

a (t_a)
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Pour f(t) = 1

t (a=1): j}}

1
?dt et
4

Aire infinie

floo %dt divergent toute les deux.

DA
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Aire infinie

Pour f(t) = % (. =2): fol %dt diverge et [ Ldt converge

DA
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Pour f(t) =t (o = —1): fol tdt converge et [, tdt diverge.

DA

u}
‘ L)
l
it



Aire finie

Pour f(t) = % (a=1/2): fol %dt converge et [, %dt diverge
%

|
V=an )

DA
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Autres exemples :

1
° / In(t)dt est convergente.
0

+oo
° / In(t)dt est divergente.
1




—00

+oo
° / e*! dt est convergente pour a < 0 et divergente pour o > 0.
0
0
]

25

e dt est divergente pour o < 0 et convergente pour o > 0

Aire finie

DA
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Théoreme.

f et g continues sur [a, b[ (ou ]a, b], ou ]a, b[) et A un réel.

b b
Si/ f(t)dt et/ g(t)dt convergent,
a a

b
alors / (f + Ag)(t)dt est convergente.
a
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Intégrales des fonctions positives

a et b réels ou foo.

f et g continues, sur [a, b[ (ou ]a, b] ou ]a, b[) et

Yt proche du probleme, f(t) < g(t)

alors :

b b
@ Si / g(t)dt converge, alors / f(t)dt converge aussi.
a a

b b
@ Si / f(t)dt diverge, alors / g(t)dt diverge aussi.
a a
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Exemples :

+0o0
o étudier la convergence de l'intégrale /
0

2
e U dt
+OO 1
o étudier la convergence de l'intégrale / <E + e—t> dt.
2
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f et g continues, sur [a, b[ et

f?g

b b
o / f(t)dt converge < / g(t)dt converge.
a a

b b
° / f(t)dt diverge & / g(t)dt diverge.
a a

Remarque : Méme principe si le probléme est a.

dt

w/4
Exemple : étudier la convergence de I'intégrale / —_—.
0 tan(t)
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+oo
étudier la convergence de l'intégrale / sin (—)dt.
Vi

1 t
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f et g continues, sur [a, b et

f=o(g)

b
a

b
@/ g(t)dt converge, anrs/ f(t)dt converge
a

Remarque : Méme principe si le probléme est a.

+oo
Exemple : Etudier la convergence de I'intégrale / x?e™?Xdx.
1
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Intégrales absolument convergentes

f continue sur [a, b[ (ou ]a, b], ou ]a, b[).

b
L'intégrale /f(t)dt est [ absolument convergente ) si
a

b
/ |f(t)|dt est convergente.
a
— f est [ intégrable ) sur [a, b[ (ou ]a, b], ou ]a, b]).

Remarque :
@ si f positive dont l'intégrale converge — intégrable.
@ si f change de signe — étude de [ |f]|
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Théoreme.

b
Si / f(t)dt est absolument convergente, alors elle est conver-
a

b b
si/ |f(t)|dt converge, anrs/ f(t)dt converge.

@ / (t)|dt converge ( théoremes des fonctions )

@ / t)dt converge absolument. Donc elle converge
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o . 20 In(t)
Exemple : étudier la convergence de |'intégrale sdt.
0 1+t
2
L5 ¥ .
In(x)
. 05 1+ 22
Inz
0.5 P Tl 0 1 2 3 4 5 6 7 8
‘l +x2
=05
0 1 2 3 4 5
0.5 T
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Il existe des fonctions f telles que
[ f converge mais [ |f]| diverge!

Exemple : la fonction f(x) = S pour x # 0 et (0) =

sin x

X

dx n'est pas convergente.

“+o00
/
0

T sin x T
o dx = — converge
0 X 2

sinT

1.
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I =]a, b|, [a, b], ]a, b] ou [a, b], avec a, b réels ou infini

Q Si f et g sont intégrables sur /, alors f + A\g

est intégrable sur /

/I(f+)\g):/lf+)\/lg.

@ (Relation de Chasles) Si f intégrable sur deux intervalles /
et J raccordés en un seul point, alors f est intégrable sur

lUJet:
[ o= [refr
1uJ ! J
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Propriété.

f une fonction intégrable sur [ :

(1<
I i
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Dans les intégrales impropres :
@ changements de variables possibles

@ intégration par parties possibles avec précaution !
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Etude de la nature d'une intégrale

On veut étudier fab f(x)dx avec f définie sur [a, b[ (b réel ou infini ).

Silimy_pf(x) = ¢ e R

b
@ si b réel : f est prolongeable par continuité sur [a, b], donc / f(x)dx
est convergente ?
@ Si b= +c0
» Sil#£0, f~/len+ooet [*¢=cc diverge, donc fab f(x)dx diverge.
» Si ¢ =0. Comparer (<,~,0) |f| a une fonction g du cours (exp, In ou
=) telle que fabg converge. Donc f: |f| converge, puis fab f converge.
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Silimy_pf(x) = =oo

@ si b réel : Comparer (<, ~,0) |f| a une fonction g du cours (exp, In
ou L) telle que fabg converge. Donc fab |f| converge, puis fab f
converge.

@ Sib=+o0.

» f>1enocet [°1 est divergente. Donc [ f est divergente
» —f>1enooet [ 1 est divergente. Donc — [ f est divergente
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Si la limite de f(x) pour x — b n'existe pas

Comparer (<,~,0) |f| 2 une fonction g du cours (exp, In ou =) telle que

b b . b
|, & converge. Donc [)|f| converge, puis [’ f converge.

Si rien de tout ca ne marche. ‘

X
On calcule explicitement / f avec x < b. Puis on étudie la limite quand
a

x — b.
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Ne pas mélanger
fonction convergente et intégrale convergente !
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Et il en reste quoi?

@ Si une fonction f est continue sur ]1,2] et prolongeable par continuité
en 1, est-ce que l'intégrale f12 f(x)dx existe?

@ Lesquelles de ces intégrales sont convergentes ?

1 +o00 +o00 +o00
1 1 1 1
o t .t ot ot

@ Si f et g sont deux fonctions positives telles que f ~ g quand
X — 400 et que g est intégrable sur [1,4+o00[, que peut-on dire sur
2 F(x)dx ?
@ Et si f n'est pas une fonction positive, que faut-il faire pour étudier la

convergence de fab f(x)dx?
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Réponses

@ Oui
o f+00 1
@r |ntegra|e est convergente

@ On étudie la convergence de fab |F(x)|dx
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