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Intégrale d'une fonction périodique

f est ( périodique de période T ) (ou T-périodique)
f(x+ T)="f(x)
Le graphe de f a un motif de longueur T qui se répéte.

f fonction T —périodique et continue par morceaux.
L'intégrale de f est la méme sur tout intervalle de longueur T.

/aa” f(t)dt = /OT f(t)dt.
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T
/ f(t)sin(wnt)dt. ne N*
T Jo
- Séries de Fourier

Définitions générales

La pulsation
27
w=—=
T
Les ( les coefficients de Fourier de f ) sont

i
ao(f) = %/0 F()dt

i
an(F) = % /O £(£) cos(wnt)dt
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La ( série de Fourier ) de f est
—+00

S(F)(t) = ao(F) + Y (a,,(f) cos(wnt) + b(f) sin(wnt))
n=1

série de Fourier.

Remarque : Si on arréte la somme a N : Sy(f) la somme partielle de la

S(f)(t) converge-t-elle ?

Pour quels t? et ¢a vaut quoi?
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Parité, imparité

Si f est paire, alors

a

Si f est impaire, alors

Vn € N*,

2

o(f) = T

T/2
/ f(t)dt
0

Vn €N, an(f)=0

T/2
ba(F) ; /0 F(£) sin(nwt)dt.
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Exemple : Soit f la fonction impaire, 2w —périodique qui vaut 1 sur
I'intervalle |0, [, et 0 en O et 7. Calculer les coefficients de Fourier de f et
écrire sa série de Fourier.

[ ]
®
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Représentation de la somme partielle

So(f)(t) = %sin(t) + ?:iw sin(3t) + 5% sin(5t) + Yiw sin(7t) + % sin(9t)
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Exercice

Soit la fonction f paire et 27-périodique telle que :

vVt € [0; 7], f(t) =

Tracer f. Déterminer le développement en série de Fourier de f.

Notions.

2 T/2
o Si f est paire, alors ap(f) = T/ f(t)dt, by(f) =0,
0

an(f) = % OT/2f(t) cos(nwt)dt.

o La série de Fourier de f est

S(F)(t) = ao(f) + Z ap(f) cos(wnt) + by(f)sin(wnt))
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Convergence quadratique : la formule de Parseval

Théoreme.

f fonction T—périodique et Ccontinue par morceaux).
o Y (a2(f) + b2(f)) converge
n>1

o ldentité de Parseval

“+o0o

)
NGO GEESNCGERHG)

n=1
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Exemple : Soit f la fonction 27 périodique qui vaut 1 sur l'intervalle [0, 7|
et 0 sur l'intervalle [r, 27].
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Exercice

Soit la fonction f paire et 27-périodique telle que :
Vt e [0;7], f(t)=t

Appliquer le théoreme de Parseval a f.

T _ —4
On rappelle que ap = 5 et axy1 = k1) tous les autres

coefficients de Fourier de f étant nuls.

Notion. Si f est continue par morceaux :

L / T(F(O)Pd = B0 + L3 (2(F) + ()
7/ = a; 2,,:1 a; : )
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Théoréme. Dirichlet 1

f fonction T—périodique et (de classe C! par morceaux).
Pour tout t € R, la série de Fourier de f converge.

o Pour t ou f est continue :

S(F)(t) = f(t)
o Pour t ou f n'est pas continue, on calcule

F(EH) = lim f(x),  f(t7) = lim f(x)

x—t+ X—t—

Alors (4= 4 Fle+
sy = AT

(milieu entre la valeur a gauche et la valeur a droite de t).

Exemple :
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Somme partielle

SS(F)(E) = 5 + 2 sin(t) + 5 sin(3t)
X zf-‘l—"/l:/ ; 3 BX\—K ; TR

1 2 2 2 2
S7(F)(t) = 5 + = sin(t) + 3 sin(3t) + 5 sin(5t) + 7 sin(7t)

L)
L ]
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1 2 2 2 2
S (F)(t) = 5+ sin(t) + I sin(3t) + e sin(5t) + - sin(7t)

2 2
+—sin(9t) + — 1

on i sin(11t)

Séries de Fourier 19 /27



Théoréme. Dirichlet 2

f  fonction T —périodique, (de classe C! par morceaux) et
(continue sur R).
La série de Fourier de f converge en tout point de R :

Vte R, S(f)(t) = f(t).

y Iy
/X a(F)e+ Y /X (an(F) cos(wnt) + by(F) sin(wont) ) dt
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Exercice

Soit la fonction f paire et 2m-périodique telle que :
Vte[0;n], f(t)=1t

Appliquer le théoreme de Dirichlet a f et évaluer la série de Fou-
rier pour t = 0. On rappelle que

T —4
S(F)(t) =5 + kz>0 T cos[(2k + 1)1]

Notion. Si f : R — R est T—périodique, de classe C! par morceaux et
continue sur R alors

Vte R, S(f)(t) = f(t).
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f fonction réelle T—périodique et continue par morceaux. Les
(coefficients de Fourier complexes) sont

i
c,,(f):%/o F(t)e™tdt nez

La série de Fourier de f est

e}

VtER, S(F)(t)= > alf)e*r.

k=—00
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Propriété.

_ . [ @) = cn(f) + cal)
ao(f) = co(f), VYneN, { bn(f) = i(cn(f) — c—n(f)).
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Théoreme. Parseval complexe

f : R — R fonction T—périodique et continue par morceaux sur
R. Alors

—/ ) de = o(f))2+§(lc_n(f)|2+|cn(f)|2)-
n=1
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Et il en reste quoi?

Soit f une fonction 27- périodique.
@ Sa pulsation est w =
@ Le coefficients de Fourier a,(f) vaut

@ On note ag, an, b, les coefficients de Fourier de f. La série de Fourier
de f est S¢(t) = ...

@ Si f est C1, quelle est la relation entre S¢(t) et f(t)?
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Réponses

Soit f une fonction 27- périodique.
@ Sa pulsation est
w=1

@ Le coefficients de Fourier a,(f) vaut

1 2w
/0 f(t) cos(nt)dt

T
® On note ag, an, b, les coefficients de Fourier de f. La série de Fourier
de f est S¢(t) = ...

+oo
ao + Z ap cos(nt) + b, sin(nt)

n=1

@ Si f est C1, quelle est la relation entre S¢(t) et f(t)?
Se(t) = 1(t).
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