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|z —z| < r}

zo € C
le de centre zp et de rayon r :
D(20>r) = {Z € (Ca
le de centre zy et de rayon r :

5(207r) = {Z € C,

le cercle de centre zp et de rayon r :

|z —z0| < r}

C(207r) = {Z S (Ca

|z —z0| =r}.
]
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Définition et rayon de convergence

La ( série entiere centrée en z5 € C ) est

Z an(z—20)" = ap+a1(z—20) +ax(z—z0)* + az(z—z0)>+ - --

n>0

Les complexes a, sont les ( coefficients ) de la série entiere.

Sur le domaine D de convergence, la ( fonction somme ) de la
série est

+oo
S(z) = Z an(z — z9)"
n=0
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Exemple : Les polyndmes sont des séries entieres trés simples.

Objectif : Déterminer le domaine de
convergence et les propriétés de S(z)

(Pour simplifier) Séries entiéres centrées en 0

g anz"

n>0

Si la série est centrée en zp, on pose ( Z = (z — zp) ) et on obtient une

série entiére de Z centrée en 0
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série entiere Y a,z" (complexe)
n>0

: > |an|r" converge pour r € [0, R[ ou [0, R]

n>=0

R (réel positif ou +00) est le ( rayon de convergence ) de la série
entiere.

Exemples : P = Z(’)V akz* un polyndme a coefficients complexe

3 Jaklrk = Jao] + laulr + a2l + - + |ag|r®

n>0

converge pour tout r € [0, +o00[. Donc le rayon de convergence est
R = +.
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Exemple :

Y =1+z42+282+

n=0

Pour z = r réel positif

PN+

N
Zr”:1;4—>(N—>oo):{

La série converge pour r € [0, 1].

‘ -

sir<l1
oo sir>1

oy

Le rayon de convergence de Zz" est R = 1.

n=0
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Exemple :
2 3

z" z z
=14z tor bt
n! 3!
n>=0
Pour z = r réel positif, on étudie la convergence de ) ;—';
rm(n+ 1)
rn/n! n+1

par critere de d'Alembert, la série converge pour tout r € [0, +o0].

—0<«1

Zn
Le rayon de convergence de E — est R = +o0.
n:
n=>0
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Exemple :
Zn!z”:1+z—|—2!22—|—3!z3+---

n>0
Pour z = r réel positif, on étudie la convergence de > n!r".

r"(n+1)!
rn!

—r(n+1) oo (r#£0)

La série diverge pour r > 0. la série converge pour r =0

Le rayon de convergence de Z nlz" est R = 0.
n>0
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>~ apz" avec rayon de convergence R > 0.

n=0
o Si|z| < R, la série ) a,z" converge absolument.
n=0
o Si|z| > R, la série Y a,z" diverge.
n=0

le disque ouvert D(0, R) est ( le disque de convergence ) de la
série entiere

Remarque : Pour |z| = R, tout peut arriver.

Exemple :
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Exercice

Soit > apz" une série entiére de rayon de convergence 2. Les
n=0
séries numériques suivantes convergent-elles ?

Zan (g)n, Zan (—%)n, Zan3”

n>0 n>0 n>0

Z an2”, Z an(=2)"

n>0 n=0

Notion. rayon de convergence R.

o Si |z| < R, la série ) apz" converge absolument.
n=0

o Si|z| > R, la série ) apz" diverge.
n>=0
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La regle de D'Alembert pour les séries entieres

Théoreme.

> anz" une série entiére avec
Si
|an+1|
EN

alors le rayon de convergence est

— 4 (n— o0)

00 0

1
(avec la convention oo 0 et = = +00).
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Démonstration. On étudie la convergence de Y |a,|r"
n>0
anal™ Janl

|an|r" B EN

—rf

Par la régle de d'Alembert des séries,
o la serie convergesi r{ <1 & r < %
o la serie divergesi r{ > 1< r > %

Donc le rayon de convergence est

Exemple : Calculer le rayon de convergence de la série entiere
2[1
257
n

n>1
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Opérations sur les séries entieres

> anz" avec rayon de convergence R, et > b,z" avec rayon Rp.

> (an+bn)z" converge sur le disque ouvert de rayon min(Ra,, Rp)
n>0
au moins, et

+0o0 +o0o “+o0o
Z(a,7 + by)z" = Z anz" + Z bpz"
n=0 n=0 n=0

si R, # Rp alors Ry p = min(Ra, Rp).

Remarque : Si R, = R}, le rayon de convergence de la somme peut étre
supérieur au min(R,, Rp).
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> anz" avec rayon de convergence R,. A € C.

Si A # 0, alors le rayon de convergence de > Aa,z" est R, et
n>0

—+00 “+oo
Z Aapz" =\ Z anz".
n=0 n=0

Si A = 0 alors rayon de convergence infini.
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Exercice

Soit ) a,z" une série entiere de rayon de convergence 2, et

n>0
> bnz" une série entiére de rayon de convergence 3. Que peut-
n>0
on dire sur le rayon de convergence de > (a, — bp)z"?

n>0

Notion. Si R, # R}, alors R, = min(R,, Rp).
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E anpx"

n>=0

avec ap, x réels et rayon de convergence R > 0

intervalle de convergence
°o [-R,R]

o [-R,R[

o ]—R,R]

o |- R,R|

suivant que la série entiere converge ou non en R et —R.
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Théoréeme.

+o00
S(x) = > anx" avec rayon de convergence R > 0
n=0

@ S est continue sur ] — R, R][.

@ Si > apR" converge alors S est continue en R.
n>=0

@ Si > ap(—R)" converge alors S est continue en —R.
n>0

S est dérivable sur | — R, R[, sa dérivée a aussi pour rayon de
convergence R, et on dérive terme a terme

+oo
S'(x) = Z na,x"t x€]—R,R|
n=1

+o0o
Remarque : S'(x) = Z(N + Dapy1x".

Al n
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Corollaire.

+o00
S(x) = > anx" avec rayon de convergence R > 0.
n=0

S est de classe C*™ sur | — R, R[

+00 oo I
$W(x) = Z n(n—1)...(n—k+1)a,x"* Z o j Pl apx"k
n=k n=k

Exemple :
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Intégration

Théoreme.

+o00

S(x) = > anx" avec rayon de convergence R > 0.
n=0

Sur | — R, R[, une primitive de S est

+o0o
a
869 => <™
= n+ 1

avec rayon de convergence R.

. J

Remarque : on peut intégrer une série entiére terme a terme.

Exemple :
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Exercice

Soit la série entiére

4n n
s0) =2 g1

n>0

de rayon de convergence 1.

@ Calculer la série entiere dérivée s’ et une série entiere S
primitive de s.

@ Quel est le rayon de convergence de s’ et de S?

Notions. Soit > a,x” une série entiere de rayon de convergence R > 0
n>=0
dont on note S la fonction somme.
@ Sa dérivée a aussi pour rayon de convergence R et on dérive la série
entiere terme a terme.
@ Sa primitive a aussi pour rayon de convergence R et on intégre la
série entiere terme a terme.
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Fonctions développables en série entiere

Définition
f est (développable en série entiére) sur ] — r, r[ s'il existe une
série entiere Y a,x” de rayon de convergence R > r telle que :
n=0
&

Exemple :

+o00o
Vxel—r,r[, f(x)= Z apx".
n=0
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Unicité et écriture

Théoreme.

f développable en série entiere

Vx €] —r, 1|,

Vn e N,

(unique!)

f(x) =

dpn =

E anx".

Alors f est de classe C* sur | — r, r[ et

f("(0)

n!

Remarque : Si on tronque, on a un développement limité.
Attention ! ) C* n'implique pas développable en série entiere !

Les séries entiéres
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Corollaire.

f développable en série entiere

Vx €] —r,r],

tous nuls).

tous nuls).

f(x) =

E anx".

@ Si f est paire alors azp1 = 0. (coefficients de degré impair

@ Si f est impaire, alors ap, = 0. (coefficients de degré pair

Les séries entiéres
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Opérations

Propriété.
Opérations autorisées sur les fonctions développables en série
entiere sur | —r, r[ :

o Addition-soustraction

©

Multiplication par une constante

©

Dérivation (autant qu’on veut)

Primitive

©
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Développements en série entiere usuels

n(l—x)=

Zi

1 X
:an xe]l-1,1]
— X
n=0

xe]—-1,1]
x€]—-1,1]
xe]—-1,1]
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Calcul de

+0o p
X
S(x) = Z; —
5(0) =1.
rayon de convergence +oo, donc S est définie et dérivable sur R.
, +oo n 1 +oo anl +0oo XN
n=1 n=1 n=0

Donc S est la solution de I'équation différentielle y’ — y = 0 avec
condition initiale y(0) = 1. Or, Cette solution est e*.

+oo
exp(x)zzﬁ, xeR
n=0
x> X3
—1+X+*+§+
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ch(x) = ; )
+0oo X2p+1
Sh(X) = part (2P + 1)!

xeR

xeR
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Exercice

Donner le développement en série entiere de la fonction
f(x) X 4 !
Xx)=¢e
1—x
ainsi que son rayon de convergence.
Notions.
+o00 vy
exp(x) = z(:) H,Vx €eR
n=

1 +o00
= > X" ¥x €] - 1,1]
— X
n=0
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Technique : Déterminer le développement en série entiere de sin autour
de 0 avec une équation différentielle.

sin x est solution de I'équation différentielle (E) (y = —y" ) avec
conditions initiales y(0) = 0 et y’(0) = 1.

Série entiére :

W3 x5 Iy +oo ¥2p+1
X)=X— + p— + — *1 P__ — — P
&(x) 31 " Bl n_%;ﬂ( Vo ,,z_;)( Y op 1)

Regle de d'Alembert impossible (un terme sur deux est nul)
Convergence absolue

+o0 ‘X|2p+1 +oo |X‘n
S o < e
= (2p+1)! — nl

Série (absolument) convergente pour tout x réel : R = 400
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—+00

2V gy~ L gy (=Y

g"(x)

g est aussi une solution de |'équation différentielle .

—+00

2p+1 0
50)= D (1P =0 o

o~ £O=(1g=1

p=0

Méme conditions initiales donc

g =sin
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_ _1\P
sm(x)—pz:;)( ) 2p 1) x€eR
B x3  X°
X-a‘i‘y‘f’
+00 2p
X
cos(x) = —1)° x€eR
09 =32
3 x2 Xt
— ot t
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—+00

(l—i-x)azz

n=0

:1—{—ax—{—a

a(a—l)...(a—n—l—l)xn

(a—1) ,
2!

n!

x €] -1,1]
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zn
> — @ un rayon de convergence infini dans C
n>0 n'
L'Cexponentielle complexe) est

+oo
exp(z) = e = Z

nl
n=0

DA
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