6. Systemes d’équations linéaires et Matrices

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C. L’objectif de ce chapitre est de résoudre des
systémes d’équations linéaires (ou systémes linéaires en abrégé) et d’aborder le calcul
matriciel.

Systeme d’équations linéaires

Définition.

Une ( équation linéaire ) est une équation de la forme

121 + as®a + - +apry, = b

ol a1,...,ap,b sont des nombres donnés (appartenant & K) appelés
coefficients ) et ot x1,...,z, sont les ( inconnues ) (appartenant aussi a
K).

Lorsque p (le nombre d’inconnues) est petit, on utilise souvent x, y, z, t comme inconnues
a la place des 1,22 .. ..

Exemples.
— L’équation 3z + 2y + z = 5 est une équation linéaire.
— L’équation 2z = 1+ 2z est aussi une équation linéaire, qu’on peut écrire 2z —2z =
1
— L’équation x2+y = 2 n’est PAS linéaire. On ne considérera pas ce type d’équation
ici.

Application. Cette année, on utilisera les systemes d’équations linéaires en géometrie
(intersection de plans, droites...), en algebre linéaire (recherche de noyau, d’image d’une
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application), en calcul matriciel (inverse d’une matrice...).

)
Définition 2.
Début
Résoudre ) le systeme de n équations linéaires & p inconnues xi,..., %,
. Précédent
sulvants
a1 taigry  +... Faipr,  =b Suivant
a21T1 +ag22T2 +... Fa2,r, = bo
, Table
’ ’ ' ) Plein écran
An1T1  Fap2Tz +... FappTy, =by
5 . N s T Fermer
c’est trouver tous les p-uplets (z1,...,x,) solutions du systéme, c’est & dire
qui vérifient chacune des n équations. D —

On dit qu'un systeme est ( compatible ) si et seulement si il y a au moins une
solution. Dans le cas contraire, on dit qu’il est incompatible ou impossible.

Lorsque by = by = --- = b, = 0, on dit que le systeme est ( homogene

Exemples.

1. Un systeme homogene a n inconnues a toujours au moins une solution : le n-uplet
(0,0,...,0).

+y =3

-z =1

a 2 équations et 3 inconnues (x,y,z). Le triplet (0,3,-1) est «une solution du

systéme car il vérifie les deux équations. Le triplet (1,2,0) est aussi une solution.

Mais ce qu’on veut, c’est ( toutes ) les solutions.

2. Considérons le systeme linéaire . C’est un systéme non homogene,



Pour utiliser efficacement un systéme, il faut veiller & le réordonner pour lui donner la
forme de la définition : on place toutes les inconnues a gauche du signe =, en les alignant
pour faire des ”colonnes” (chaque colonne correspondant & une inconnue), puis on place
toutes les constantes a droite.

L’essentiel de l'information dans un systéme n’est pas dans les inconnues. Ce sont les
coefficients et les constantes qui contiennent 'information. Une fois correctement or-
donné, on remarque que les coefficients du systéeme forment un tableau rectangulaire
(une matrice) et les constantes forme une colonne (un vecteur colonne).

a1 171 +a172:z:2 +... +a17pxp = bl
a2,1%1 —|—a272x2 +... +a2’p.’fp = b2
n1T1 Fap2T2 +... FappTy, =b,
a1,1 ai 2 e ai,p X1 b1

@21 azo ... az.p T2 b2

% =
ap1 An2 ... QGpp Ty bn
—_—— =
A by 5

Le systeme est ainsi résumé par , ou A est la matrice des coefficients, X

est le vecteur dont les coordonnées sont les inconnues et b est le vecteur colonne des

-,

constantes. Cette écriture condensée est la forme matricielle., le couple (A|b) est la
matrice augmentée du systeme, c’est sur ce couple qu’on va faire les calculs.

)
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2. Matrices

Définition 3.

Une (_matrice ) a coefficients dans K est un tableau rectangulaire de nombres
de K que 'on délimite par des parentheses. Une matrice a n lignes et p
colonnes est appelée ( matrice n X p ) ou matrice de taille n x p.

aii1 ai2 - G1m
21 A22 -  A2m
A= (aij) 1<ign =
<m
Qp,1 Aan2 - An,m

s )

L’ensemble des matrices n x p & coefficients dans R est noté M,, ,(R).

Exemples.
— une matrice n X n est une matrice { carrée ). L’ensemble des matrices carrées
d’ordre n & coefficients dans R est noté M, (R). Exemple. Deux matrices de

M;(R) :
A:(—52 _12> B:<152 g;)

— une matrice ou tous les coefficients sont nuls est appelée ( matrice nulle

(00 0
Oes =10 0 o

— Une matrice 1 x p est une ( matrice ligne

)
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— une matrice n X 1 est une (_matrice colonne ), aussi appelé vecteur colonne (les
coordonnées en colonne!). )

Dans les matrices carrées, il y a des formes particulieres : Début

— Quand on parle de la ( diagonale ) d’'une matrice carrée, c’est toujours la dia- Précédent
gonale qui va du haut gauche au bas droite.

— La matrice carrée ol les seuls coefficients non nuls sont des 1 sur la diagonale est Suivant
appelée matrice (identité )I; oul,, (avecn la taille de la matrice). L’identité de Table
. 1
taille 2 est Iy = ( 0 (])- ) Plein écran
— Une matrice est ( triangulaire supérieure ) si tous les termes en-dessous de la Fermer
diagonale sont nuls. Les termes non nuls sont bien dans le triangle supérieur de -
2 0 5
la matrice. Exemple. |0 -1 7
0 0 1

— Une matrice est ( triangulaire inférieure ) si tous les termes au-dessus de la dia-
gonale sont nuls.
— Une matrice est ( diagonale ) si les seuls termes non nuls sont sur la diagonale.

1 0 0
Exemple. [0 —1 0
0 0 5

On peut faire un certain nombre d’opération simples sur les matrices : addition, multi-
plication, multiplication par un nombre (sous certaines conditions). La division n’existe
pas!



Définition.

Si A et B sont des matrices (. de méme taille ), alors la matrice A + B est

une matrice de méme taille, obtenue en additionnant chaque terme de A au
terme correspondant de B.

Exemple.

(5 =2 (5 10 [ 5+5 —2+10\_ (10 8
A_<—2 1 >’B_<12 23>’A+B_<—2+12 1423 >_<10 24)
L{ ’élément neutre ) de I'addition matricielle est la matrice nulle 0. C’est a dire que pour

tout matrice A, ona A4+0=Aet 0+ A= A (avec la matrice 0 du méme format que

A).

Définition.
Si A est une matrice et A un scalaire (de R ou C), alors la matrice AA est
la matrice obtenue en multipliant chaque terme de A par A.

Exemple.
2x5 2x-2 10 —4 -5 —10
2A(2><—2 2x1 )(—4 2 > _B<—12 —23)
L
|| Exercice 1 I,
. 2 5 7T 2

Soient A = 3 1 et B = 1 _3 /) Calculer A + B, A — B, 3A, 4B,
3A —4B.

)
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Définition 6.

Si on a une ligne L ( r1 Ty ... In ) et une colonne C 2 de

Yn

, alors le produit L x C' de la ligne et de la colonne (dans cet

ordre!) est un nombre :
LxC=zy +x2y2+ -+ Tn¥n

C’est a dire qu’on parcourt la ligne de gauche a droite, la colonne de haut
en bas, en multipliant les termes deux par deux.

Remarque : Le produit L x C fonctionne comme le produit scalaire de deux vecteurs.

Exemple.

(1 2 3)x |5 |=1x4+2x5+3x6=4+10+18=32

)
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Définition 7.

)
Le ( produit A x B= AB ) de deux matrices A et B n’est défini que si
- . Déb
le nombre de de A est égal au nombre de @ de B. Si cout
A a n lignes et k colonnes, alors on peut dire que A est constitué de n Précédent
él Suivant
lignes comportant k éléments : A = 2 |. Si B a k lignes et p co- -
. L" Plein écran
lonnes, alors on peut dire que B est constituée de p colonnes comportant
k éléments :B = ( Ci Cy ... G ) Alors la matrice A x B (dans cet Fermer
ordre!!!) est une matrice de taille n X p, ot chaque terme est le résultat d’un -
produit ligne*colonne= L x C.
Ly
Ly
AB = ( C1 s Cp ) =
L,
L1><Cl L1><CQ L1><Cp
LQXCl LQXCQ LQXCP
L,xCy L,xCy ... L,xC,

Plus précisément : pour obtenir le terme situé a la ligne ¢ et colonne j du
produit AB, on prend la ligne L; de A et on la multiplie avec la colonne C}
de B.

On peut disposer les matrices de la fagon suivante, en mettant la deuxieme matrice plus



haut, pour faire le calcul :

aii1  Gir2 - ot Qim

ai1 Q2 Qi,m

Qp,1  Gp2 " o OGpm
Exemple.

5xb4+—-2x%x12 5x10+—-2x%x23
—2x1041x23

5 -2 5 10 _
-2 1 12 23 ) 7\ —2x5+1x12

big - | bk
bay - | bog
bm,l bm,k’
C1,1

Cik
Cn,1

bl,q

b2,q

Cl,q

)=(25)

)
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[E |

{ Exercice 2 }
Effectuer les produits suivants lorsque c’est possible.
5 s 5 s Début
A — 3 6 % ( i 2 > B = ( Z 2 > % 3 6 Précédent
4 7 4 7 Suivant
0 -1 6 1 2 5 Table
C=(-145)x|2 4 =2 D=| 2 0 x| 3 6 Plein écran
3 5 3 3 5 4 1
Fermer
Propriété. —_—

Soit A, B, C des matrices (d’une taille adaptée pour qu’on puisse les multi-
plier).

1. Le produit matriciel est : (AB)C = A(BC) = ABC.

2. Le produit matriciel est par rapport a ’addition :
AB+C)=AB+ AC et (A+ B)C = AC + BC.

3. Le produit matriciel et le produit par les scalaires :
Si A est une constante, alors (AA)B = A(AB) = A(\B).

4. Le produit matriciel n’est (pas commutatif) : pour la plupart des
matrices A X B # B x A.

5. L’(_élément neutre ) du produit matriciel est la matrice identité : C’est
a dire que pour tout matrice A de taillen,ona Ax I, = Aet I, x A=

A.

Exemple. Non commutativité :

(%) (hw)=(23)



Dans 'autre sens :
5 10 5 =2\ [5 0
12 23 -2 1 T \14 -1

Si A est une matrice carrée, on note A° =1, et A" = A x --- x A.
—_——
n facteurs

Remarque : On peut avoir AB = 0 sans que ni A ni B ne soit la matrice nulle! La
regle du produit nul ne marche pas dans les matrices. Par exemple :

b 4)=60)

(Lien avec les systémes.) On considere S un systéme linéaire et son écriture sous forme

matricielle AX = b. Cette forme correspond a la multiplication de la matrice A et du
vecteur colonne X. On cherche a obtenir que ce produit soit égal au vecteur colonne des
constantes b.

(Sens du produit matriciel.) En physique et génie civil, les vecteurs sont des outils
représentant des forces, des actions, des grandeurs..... Les matrices représentent des
transformations linéaires appliquées a ces vecteurs. On considére % un vecteur colonne
de coordonnées. On applique sur un vecteur « une transformation linéaire représentée
par la matrice M. Le résultat de cette transformation est un vecteur ¥ qu’on calcule par
le produit v = M X .

0 -1
1 0
autour de l'origine. Alors 'image de u par cette rotation est

£ O ()

Pour calculer I'image par la rotation d’angle 77/2 de n’importe quel vecteur, il suffit de
lui appliquer la matrice.

Exemple. Soit @ = (;) et M = ( ) qui représente la rotation d’angle /2

)
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Si on doit appliquer plusieurs transformations linéaires a la suite & un vecteur 4, par
exemple la transformation de matrice A, puis celle de matrice B, cela correspond au
produit matriciel BA (attention & Pordre!). En effet, en appliquant successivement les
deux transformations, on obtient :

i — AV —> B(A?V) = BAG = (BA)¥

La division n’existe pas dans les matrices. Par contre, on peut faire I'inverse de certaines
matrices....

Définition 9.

Soit A une matrice carrée de taille n. On dit que A est ( inversible ) si A
posséde un inverse, c’est a dire si il existe une matrice, qu’on note A~!, telle
que AA™L = A1 A = [, (I'identité, la diagonale de 1).

L’ensemble des matrices inversibles de taille n s’appelle le groupe linéaire
d’ordre n et il est noté GL, (R).

Remarque : Les matrices carrées n’ont pas toujours un inverse, par exemple B =

11 . . ) . A
<2 9 n’a pas d’inverse.. Les matrices non carrées n’ont jamais d’inverse.

Propriété 10. }
Soit A € M, (R). S’il existe B € M, (R) telle que AB = I,, alors A est
inversible et A~! = B.

)
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[E |

{ Exercice 3 }

Soient les matrices

a=( 1) 2=(al )

Calculer AB. La matrice A est-elle inversible ? Donner A~1.

-[ Propriété 11. }

Soit A, B des matrices de méme taille inversibles et A constante non nulle.

1.

L’identité I, est inversible et I,~! = I, (L’inverse de lidentité est
lidentité).

2. A7! est inversible et (A71)~! = A (L’inverse de l'inverse de A est A).
3. AB est inversible et (AB)~! = B~1A~!. Appliquer 'inverse sur un

produit de matrice change 1'ordre du produit.

. AA est inversible et (AA)~! = %A‘l. Appliquer I'inverse sur le produit

d’un nombre et d’une matrice inverse le nombre et la matrice.

. Pour tout n € N, A" est inversible et (A")~! = (A~1)". Cette matrice

est notée A",

)
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Démonstration. On a AB x B~1A~! = AA~1 = I, donc AB est inversible et son
inverse est B~1A~L

(Lien avec les systémes.) On considere S un systeme linéaire et son écriture matricielle

AX = b Si A est une matrice carrée inversible (A~ existe), alors on multiplie I’équation

AX = gpar la matrice A~!. On obtient

Donc les solutions du systéme sont donnés directement par le calcul de A~'b. Mais ca
ne marche que si A est inversible et qu’on connait son inverse !

ATAX =A% o X=a"1

—_—



Définition.
Soit A € My m(R). La ( transposée ) de A est la matrice notée A €
Mo (R) dont I élément générique b; ; vaut a; ;.

Les lignes de A sont donc les colonnes de A et vice versa. On a fait une symétrie par
rapport a la diagonale (celle qui part du coin haut gauche!).

Exemple.
-2 0
— SiA= —2 01 ,alorstA=10 =«
0 m™ —6 1 6

— La transposée de I, est I, et plus généralement, toute matrice diagonale est égale
a sa transposée.

— La transposée d’une matrice ligne est une matrice colonne et vice-versa.
3

|| Exercice 4 ',

Calculer la transposée des matrices suivantes.

2 10 -1 11 4 3 23
A_<1 10 0)’ B_(—l —2)’ C_(—l 0 0)’

)
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-[ Propriété 13. }
Soient A et B des matrices

)

1. !(*A) = A. La transposée de la transposée est la matrice elle-méme Dl

2. Y(MA + B) = \'A + 'B. La transposée ne modifie par I’addition, ni la Précédent
multiplication par un nombre.

Suivant
3. "(AB) ='B'A . La transposée change l'ordre de la multiplication des Toble
matrices.
4. Si A est inversible, alors *A aussi et (*A4)~! = {(A~1). La transposée Plein écran
d’un inverse est l'inverse de la transposée. Fermer
-—_

Définition 14.
Une matrice carrée A de M,,(R) est dite :

(i) ( symétrique ) lorsque ‘A = A ;

ii antisymétrique ) lorsque A = —A.
Y q q

On note S,(K) l'ensemble des matrices symétriques d’ordre n et A, (R)
I’ensemble des matrices antisymétriques d’ordre n.

On notera que les coefficients diagonaux d’une matrice antisymétriques sont nécessairement
nuls.

1 2 -1 0 12 —e
Exemples. | 2 0 —1| est symétriqueet | =12 0 —i | est antisymétrique
-1 -1 5 e i 0

Le produit de deux matrices symétriques peut ne pas étre symétrique, comme le montre



I’exemple :
0 1)\ (1 0y _ (0 0)
1 0/\0 0/ \1 O

Analyser et résoudre un systeme

On vient de voir que la solution d’un systeme est 1ié au calcul de I'inverse d’une matrice.
Nous allons voir une méthode qu’on peut adapter soit pour simplifier et résoudre un
systeme, soit pour calculer I'inverse d’une matrice. C’est la méthode du { Pivot de Gauss
en version partielle ou totale. Commencons par la méthode du pivot de Gauss partiel.

On part d’un systeme linéaire et on le transforme progressivement en un systéeme plus
”simple” en utilisant des opérations spécifiques sur les lignes.

On note (L;) "équation située a la ligne 7 du systeéme, ou alors a la ligne 7 de la matrice
A et du second membre b. Dans un systeme a n équations, il y a donc n lignes notées

(L1), (L2) ..., (Ly).

)
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Définition 15.

)
Les opérations suivantes sont appelées les ( opérations élémentaires )sur les
lignes Début
— Multiplier la ligne ¢ par une constante « . cette opération Précédent
se note
(L; < aL;), c’est a dire qu’on remplace la ligne L; par la ligne aL;. S
— Remplacer la ligne j par un multiple de la ligne j plus un multiple de Table
la ligne L;, ce qui se note
Plein écran
(L;j < ML, + alL;), avec o une constante et A une constante
— Echanger les lignes i et j, ce qui se note ‘ )

Ces opérations peuvent étre faites soit sur le systeéme, soit sur la matrice augmentée

(Alb)
T+ 2y+ z= 3
Exemple. Sur le systeme 3x— y+ z= 2 ,lopération Ly < Lo —2L3 donne
-+ y+ z= -1
z+ 2y+ z= 3
S5¢— 3y— z= 4

-+ y+ z= -1
1 2 1 3 1 2 1 3
Sur la matrice augmentée: | 3 -1 1 2 |,cadonne | 5 -3 -1 4
-1 1 1 -1 -1 1 1 -1

Le nouveau systeme obtenu est dit équivalent au précédent, il a exactement les mémes
solutions.



On commence par ré-ordonner les inconnues et les constantes pour obtenir la mise en
forme propre du systeme. La présentation en colonnes bien alignées permet d’éviter les
erreurs de calculs (qui sont les principales difficultés de la méthode). On peut faire la
méthode soit sur le systeme, soit sur la matrice augmentée du systeme.

Technique. On répete les étapes suivantes :

1. On choisit et on encadre un ( pivot ). C’est un coefficient du systeme qui doit
suivre ces regles :
— le pivot doit étre non nul.
— Pas plus d’'un pivot par ligne et par colonne. Encadrer les pivots permet de
vérifier visuellement qu’on suit cette regle.
Pour fixer les idées, on prend par exemple le coefficient de la ligne i et colonne j :
xj. Une fois qu’on a encadré un pivot, c’est ”définitif”, il restera encadré

jusqu’a la fin de la résolution a chaque étape du calcul.

2. A l’aide de ce pivot, on élimine le maximum de termes dans la colonne du pivot
(la colonne j) pour faire apparaitre des 0.
— On ne modifie pas les lignes dans lesquels il y a déja un pivot.
— Pour les lignes sans pivot ( la ligne Ly, par exemple), on applique une opération
élémentaire de la forme Lj, < cLj +dL; qui utilise la ligne du pivot de maniere
a faire disparaitre x; de la ligne Lj.
On répete ces étapes jusqu’a ce qu’on ne puisse plus choisir de pivot. Le systeme final
obtenu est une ( réduite de Gauss ). Selon le choix des pivots, on peut avoir des réduites
de Gauss de forme différentes.

Remarque : Dans cette méthode, on ne change pas I'ordre des lignes. D’autre part, les
meilleurs pivots sont les nombres les plus simples comme 1 et -1... ou les pivots qui ne
servent ”a rien”, c’est a dire ot on n’a pas besoin d’éliminer des termes dans les autres
lignes.

)
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20 +2z=4—-3y
dy+2—-6= -3
3y=5+z2—2z
r=3—-3y

Exemple. Appliquer la méthode du Pivot de Gauss au systéme (S)

e
|l Exercice 5 ',
Appliquer la méthode du Pivot de Gauss au systeme (.5) :

r + 2y — z = 1
z + y + z = 2
T + z =1

L’analyse de la réduite de Gauss permet d’avoir un certain nombre d’informations.
Dans ce chapitre, on cherchera essentiellement les solutions, mais dans les chapitres
consacrés aux espaces vectoriels, on s’en servira pour déterminer si une famille est libre,
génératrice, ou si un endomorphisme est bijectif.

)
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Définition 16.
Dans une réduite de Gauss, on appelle
— ( équation principale June équation qui contient un pivot,

— ( équation secondaire ou auxiliaire ) une équation qui ne contient pas

de pivot,

— (inconnue principale ) une inconnue dont I'un des coefficients est un
pivot

— (inconnue auxiliaire ) une inconnue dont aucun des coefficients n’est
un pivot

Méme s’il existe plusieurs réduites de Gauss d’'un méme systéme, toute
ces réduites contiennent le méme nombre de pivots, donc le méme nombre
d’équations principales et de variables principales. Ce nombre est ce qu’on
appelle le (rang ) du systeme.

Exemple. Avec le systeme précédent :

0 =0
E8y =4
=3y Hlz =-1,

Tz +3y =3

On a trois variables principales, trois equations principales, le systeme est de rang 3. Il

1 1 3)'

y a une équation auxiliaire. La solution du systeme est (z,y,z) = (57 —5.3

Exemples. On applique la méthode du pivot sur le systeme suivant

2x 73y =2 Lo+ Ly —2L, & y =0 Lo

—X +4y =1 L3(—L3+L1 5y =0 L3<—L3+L2
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e +y =1

o By =0 —
0 =0 Début
reduite Précédent

Il y a deux équations principales, deux inconnues principales, le systéme est de rang 2.

Suivant
Sur le méme exemple, on modifie juste les constantes, mais on garde les mémes pivots : b
apole
Tz 4y =0 Ly e +y =0 Iy Plein écran
2x —Sy =-1 L2 «— L2 — 2L1 4 y =-1 LQ
—X +4y =2 L3 < Lg —+ L1 5y =2 L3 < L3 + L2 Fermer
-—_
I +y =0
& By =-1
0 =1
reduite

On a toujours le méme rang. Notons que le rang ne dépend pas des constantes du second
membre de I'équation.

a
'. Exercice 6 ',
Appliquer le pivot de Gauss partiel au systéme suivant et déterminer le rang du

systeme.
2 —y —z =0
3z +y +3z =1

Grace a la réduite de Gauss, on peut déterminer le nombre de solutions et ’ensemble
des solutions. Il y a plusieurs cas :

1. Si une des équations auxiliaire est de la forme 0 = b, avec b # 0, il n'y a
(pas de solutions).




2. Si toutes les équations auxiliaires sont de la forme (0 = 0) ou s'il n’y a pas
d’équation auxiliaire, alors le systéme admet une ou des solutions. On distingue
alors deux cas :

(a) S’il n’y a pas d’inconnues auxiliaire, il y a une (' solution unique ) qu’on cal-

cule sur le systeme réduit.

(b) Siily a des inconnues auxiliaire, alors il y a une (infinité de solutions ) qui
se calculent a 'aide de parametres. On remplace chaque inconnue auxiliaire
par un ( parametre ) (A1;Ag;...), puis on calcule les inconnues principales
en fonction de ces parametres.

Remarque : A chaque ligne, on doit déterminer la variable portant le pivot encadré.
ca évite de se perdre...

Exemples. Si on examine les exemples précédents :
— le premier exemple contient une équation auxiliaire 0 = 0, donc il admet des
solutions. Il n’y a pas d’inconnue auxiliaire, donc il y a une unique solution
(z,y). La deuxiéme équation donne y = 0, qu’on reporte dans la premiére et on

trouve x = 1. La solution est donc le couple (1,0), ou encore le vecteur (1)

— Le second exemple contient une équation auxiliaire 0 = 1 donc n’admet pas de
solution.

— Le troisieme exemple ne contient pas d’équation auxiliaire, donc il y a des so-
lutions. Il y a une inconnue auxiliaire z, donc une infinité de solutions qu’on
parametre en posant z = A avec A € R. Alors, en remplacant dans le systeme, il

vient
r = 7%)\4’% T f%)\Jr% *% %
y = —-2x+2 e ly|=|-2A+2|=2|-2|+[2], XreR
z = A, AER z A 1 0
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L’ensemble des solution est donc

, VAeR

O Trout =

Remarque : un systeme possédant n équations a n inconnues et ayant une unique
solution est appelé un systeme de Cramer. Sa réduite de Gauss n’a ni inconnue auxiliaire,
ni équation auxiliaire. Son rang est n.

Pour les systemes ayant plus de deux équations ou plus et deux inconnues, la méthode
de Gauss est obligatoire. Mais pour un systéeme de deux équations a deux inconnues, on
peut aller plus vite et utiliser les (formules de Cramer ) (& connaitre pour le cours de
Genie Civill!)

Sas . USSEN ) . by = .
Considérons le systeme linéaire & deux équations (S) { Z;Tx_: lgy :aﬁ d’inconnues x
et y.

On calcule le (déterminant du systéme)7 formée avec les coefficients du systéme (pas
. . b R R

les inconnues et pas les constantes!). Si s, b £ 0, alors le systéme est un systeéme de
Cramer et il a une unique solution donnée par

a b o «

g v a B

r=-—- et Yy=-—".
a b a b
a v a v

Remarque : Si le déterminant est nul, il faut utiliser Gauss pour résoudre.
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s
'. Exercice 7 ',

)
2 . 2 N T+py =«
Déterminer les nombres réels p tels que le systéme (S) e admet une )
pr+y= I} Début
unique solution. Déterminer alors celle-ci grace aux formules de Cramer. Précédent
receden
Suivant
. Table
On considére un systéme (S) qui se met sous la forme matricielle AZ = b, avec A une
matrice carrée (tres important). Si le systéme a une unique solution Z, alors la matrice A Plein écran
est inversible et on peut déterminer son inverse & partir de la solution du systeme dans (R
certains cas. Il faut que b soit une colonne de ”lettres”, et pas des valeurs numériques.

— — T . . . . —
Comme on sait que & = A~!b, en organisant bien les termes de la solution, on voit

apparaitre A1,

20 43y +z =a
Exemple. Le systeme (S)< 3z +4y +z =0 se met sous la forme matricielle
20 +3y —z =c

2 3 1 z a
3 4 1 y| =|b]. Apreés calcul, on obtient les solutions :
2 3 -1 z c
A (e ke -3 R o
VAN S VAR
A—1

Mais en utilisant une version du pivot de Gauss spécifique aux calculs d’inverse, on a
un autre moyen d’inverser la matrice sans avoir & faire un systéme.



4. Pivot de Gauss total

)
Début
Les ( opérations élémentaires ) sur les lignes d’une matrice sont les mémes que pour les Précédent
systemes : L;<— L;+ )\Lj, L; +— )\L“ L; +— Lj. Suivant
. 1 3 O . ’ 7 ’ . . Table
Exemple. Soit A= [2 2 —1]. On fait séparément les opérations suivantes sur
6 -1 -2 Plein écran
A Ly« 1L+ 2L3, Lo — %LQ et Lo < Lgs. Fermer
—_—

La ( méthode du pivot total ) consiste a transformer la matrice de départ en une matrice
diagonale en faisant disparaitre les coefficients sauf les pivots (d’ou le ”total”).

Technique.

1. & chaque étape, on choisit (en lencadrant) un ( pivot ), avec les deux regles

impératives suivantes :

— un pivot ne peut pas étre nul,

— on ne peut choisir plus d’un pivot par ligne et par colonne.

Une fois notre pivot choisi :

— on ré-écrit sans aucune modification, la ligne L. qui contient le pivot choisi.

— On tous les coefficients de la colonne ol se trouve le pivot. C’est-a-
dire que pour chaque ligne, on retire ou ajoute un multiple de I. de maniere a
annuler le coefficient. Y compris pour les lignes qui contiennent d’autres pivots!

2. Lorsqu’il n’est plus possible de choisir un nouveau pivot, le processus s’arréte. On
multiplie ensuite chaque ligne ou apparait un pivot par I'inverse de ce pivot pour
(transformer le pivot en le nombre 1).




3. Par un échange de lignes, on (range tous les 1 sur la diagonale). On peut alors
transformer la matrice en une matrice de la forme

1 0
N 0 r

0 1
0 0 n—r
T p—T

ou 7 est le nombre de pivot.

Le nombre de pivot obtenu est le ( rang ) de la matrice. Lorsqu’on applique la méthode
du pivot totale & une matrice carrée inversible de taille n, on obtient a la fin la matrice
identité I, et le rang de la matrice est alors n.

Pour calculer A1, on écrit A et I,, 'une & coté de I’autre (ce n’est pas une multiplication,
c’est juste une présentation visuelle), et on applique la méthode du pivot totale & A. En
parallele, on fait sur I,, les mémes opérations élémentaires que sur la matrice A. A la
fin, A a été transformé en I,,, et la matrice I,, est devenue A~ !

Remarque : Attention, si & la fin du pivot, A n’a pas été transformé en I,, alors la
matrice n’est inversible, et A~! n’existe pas!!

1 2 -1
Exemple. Inverser la matrice A= |2 1 0
1 0 2
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s
'. Exercice 8 ',
Inverser la matrice avec la méthode du Pivot de Gauss total

(1)

Application a la résolution de systémes. Si le systeme (S) : AT = b est carré
(méme nombre de ligne que d’inconnue), on peut calculer I'inverse de A et en déduire
la solution # = A~1b.

Mais attention, ¢a ne marche pas si ce n’est pas carré. Et si A n’est pas inversible, on
ne peut pas savoir si on a 0 ou une infinité de solutions! Il faut revenir a la méthode du
pivot partiel sur le systeme.
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TD 6systemes et matrices
(E |

{ Exercice 1 |

(%) Ecrire les matrices (a; ;) 1<i<n définie de la manieére suivantee :
1<jsm

1. A matrice de M(2,3) avec a11 =1,a21=3,a13=-5,a12=0,a23=7
et a2 = 4
2. B matrice carrée de taille 3, triangulaire supérieure et dont les coefficients
non nuls valent 2.
3. C = Diag(1,2,3).
8
[ Exercice 2 |
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(DXETCICe & §

(x) Calculer les produit AB et BA de A = <_11 3) et B = (i é)
[Exercice 3 |
{ Exercice 3 |

(#x) Expliciter A = (ai;)1<i,j<a € Ma(R) dans les cas suivants :
a)V¥i,j € {1,2,3,4}, ai; = max(i,j)  b)Vi,j €€ {1,2,3,4}, ay; = |i — |

)i, j €€ {1,2,3,4}, ai; = V Z]J,

Vi,j € {1,2,3,4}, Qai; = 1sit <y, Qi; = 0 sinon

—_—



Fvareiera 4 )
Exercice 4

(XeTeice =
(xx) Recenser et calculer tous les produits possibles de deux matrices :

2 10 -1 11 4 3 23
A‘<1 10 o)’ B_(—1 —2>’ C_<—1 0 o)’

1 1 1 2 5
D=0 0 0 |; E=13 1
2 3 -1 -2 8
Fvercice £ |
{ Exercice 5 |
1 -1 1 0 1 3
(%) On considére les matrices : A = [0 2 3] et B = (0 0 2
1 0 4 0 00
1. Calculer A® — 7A? + 13A. Montrer que A est inversible et calculer A~".

2. Calculer B3. La matrice B est-elle inversible ?
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o
'. Exercice 6 ',
(xx) Pour tout 6 € R, on considére la matrice

cosf) —sinf
R(9) = (sin@ cos 6 )

Calculer R(0), et R(a)R(5) pour tout réels «, 5. Démontrer que R() est inversible
pour tout 6 € R et calculer son inverse.

—_—



[E |

{ Exercice 7 }
(%%) Résoudre les systémes suivants, on précisera les équations principales et auxi-

liaires, les inconnues principales et auxiliaires et le rang du systeme.
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z + 2y + 3z = 1 2 — 2y + z = 3
T + y - z = =2 3z + y — z = 1
3 + 4y + 2z = 3 r + 3y — 2z = =2
z + y + 2z = 9 B
r + 2 + 3z = 1 ;i B 4y B (2)
xr + 3y + 62 = -2 e 2y B 9
r + 4y + 10z = 0 vy =
z + y — z =1
2 — 3y + z =0
3
|l Exercice 8 ',

(*x) Déterminer, en fonction des parametres réels a, b et ¢, le nombre de solutions
des systemes suivants.

T + 2y — z = a x + y + z = b
x — y + 2z =D z — y + 3z = 2
x — 4y + bz = ¢ ax — Yy + =z = 3

—_—



[E |

{ Exercice 9 |
(% * *) Résoudre les systémes suivants ott m désigne un parametre réel :

)
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mr + y = 2m-—1 oty - 2= 2
B gy = 1 r — my + z = m-—1
mr — my + z = mi-1
r + vy + z + mt = 1
r + y + mz + t = m? T + my — mz
z + my + =z + t = 1 20 + 4y — =z
me + vy + z + t = m?
8
'| Exercice 10 ',

(xx) En utilisant un systéme, calculer 'inverse de la matrice

4=(4 %)

[E |

{ Exercice 11 }
(xx) Montrer que les matrices suivantes sont inversibles et les inverser.

10 3 0 -1 2 1 -3 1
B=|l011]|,c=|l0 2 1], D=2 -5 —4
00 2 1 0 5 3 -4 3

—_—



{ Exercice 12 |
(% % *)

1. Soit M € M,(R) et P € GL,(R). On pose D = P~ MP.

Démontrer que pour tout k > 0, on a M* = PDFp—1

. 0 1 1 -1
2.8011:M—<2 _1>etP_(1 2).

(a) Déterminer P! et calculer D = P~1MP.
(b) Calculer M* pour tout k > 0.
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