14. Méthodes de calcul de primitives et d’intégrales

1. Intégrale d’une fonction continue sur un intervalle

On rappelle qu'une ( primitive ) F' d’une fonction continue f est une fonction dérivable
vérifiant F' = f.

-[ Théoréme 1. ]
Soit I un intervalle de R et f une fonction continue sur I
— f possede toujours une primitive F' sur I. Toutes les primitives de f
sont les fonctions F' + C avec C une constante réelle.

— Soit @ un élément de I et k € R. Il existe une unique primitive F' de
f vérifiant F(a) = k.

Exemples.

1. Les primitives sur R de la fonction polynomiale f : z — 3 + 2z + 3 sont toutes
les fonctions F' de la forme :

1
Vo € R, F($)21$4+$2+3LL‘+O7 ouC eR.

1
2. La fonction In est 'unique primitive sur |0, +o00[ de la fonction 2 — — qui s’annule
x

en 1.
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Définition 2.

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Pour tous réels a et b appar-
b
T p p Déb

tenant a I, I'( intégrale de f entre a et b ) est le nombre réel noté / f(x)dx cout

2@Q @ Précédent
et défini par

& b Suivant
f(z)dz = [F(z)], = F(b) — F(a)

a Table
ou F' désigne une primitive quelconque de f sur I, et ce quel que soit I'ordre Plein écran
des réels a et b.

Fermer
b —_—

Sia<b, [ f(z)dz est la valeur algébrique de l’aire du domaine situé entre

a
la courbe et I'axe des abscisses, entre x = a et x = b.

Remarque :

— Une intégrale est un .

— Cette définition est licite puisque si F5 désigne une autre primitive de f sur I,
il existe C' € R tel que F» = F 4+ C et on a alors Fy(b) — Fa(a) = F(b) + C —
(F(a)+ C) = F(b) — F(a).

— La variable x qui apparait sous le signe intégral est une variable muette, on peut
la remplacer par n’importe quelle lettre a condition que cette lettre ne soit pas
déja utilisée.

— Le dz a la fin de l'intégrale est tres important, c’est lui qui dit la variable qu’on
intégre et ou se termine 'intégrale. Ne pas 'oublier ! f; ....dz signifie que z va de
la valeur a a la valeur b.



Propriété.
(relation de Chasles) Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Pour
tous réels a, b et ¢ appartenant a I, on a

/abf(x)dxz/acf(a:)dx+/cbf(a:)dx

et ce quel que soit I'ordre des réels a,b et c.

-| Propriété. I
(Linéarité) Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I. Soit
a,belet AeR. Ona

/ab(Af(m) +g(z))dz = A/ab f(z)dz + /abg(x)dx.
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Une intégrale peut servir a calculer une primitive qu’on ne peut pas calculer directe-
ment. En particulier quand il faut faire une intégration par partie ou un changement

de variable, il est ( indispensable ) d’écrire la primitive sous forme d’intégrale, avec les

bonnes bornes!

Théoréme 5. }

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I et soit a € I. La

fonction F' définie pour tout € I par F((2) =

primitive de f sur I qui s’annule en a.

/a

f(t)dt est I'unique

—_—
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'. Exercice 1 ',

On considere la fonction f définie sur R par f(z) = [;
1. Calculer f(0).

2. Déterminer f’(z) pour tout x réel.

T 2

e’ dt.

On peut exploiter certaines propriétés des fonctions pour simplifier le calcul d’une
intégrale :

— Soit a € R et f une fonction et continue, alors
“rd= [ pod+ / F(t)dt = z/a F(t)dt
—a —a 0 0
— Soit a € R et f une fonction et continue, alors
_a ft)ydt = _O f)de + /Oa ft)dt=0
— Soit a,b € R et f une fonction et continue, alors

/a:Tf(t)dt/:f(t)dt, /anrTf(t)dt/OTf(t)dt,

2m .3
sin®(x
Exemple. Calculer 1 :/ 7(2)
/o 1+ cos?(x)
La fonction f : x — L:?Oi% est 2m-périodique et qu’on intégre sur une période, donc

27 -3 ™ a3
/ sin®(z) i :/ sin®(z) da
o 1+ cos?(z) _» 14 cos?(z)
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™ in®
De plus la fonction f est impaire, donc f02 lifois%dx =0.

2. Reconnaitre la dérivée d’une fonction

La fagon la plus simple de trouver une primitive d’une fonction f est de reconnaitre en

f la dérivée d’une fonction usuelle. On omet a chaque fois la constante dans ’expression
des primitives.

Fonction Primitive Intervalle
R+
=" (k€ R\{-1}) 1 R ou R*
1 1 N
o (ke R\{1}) e RZ
1 _1 * *
=] o R} ou RZ
1
— 2 Rt
Nz ve
1
- 1 R% R*
- n|z| % ou
e” e” R
a® a’ R
Ina
cosx sinz R
sin —cosx R

 CEE—
Début
Précédent
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Table
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Fonction Primitive Intervalle
2 ™ .
moul—!—tan x tan |-2+kmZ+kn] (k€Z)
tan —Infcosz| | | -3 +km L +kn| (k€Z)
chz shz R
shx chx R
5 oul—th’z thz R
ch?(z
thz In(chx) R
! A
1122 rctan x R
_r Arcsinz ]—1;1]
V1 — x? '

Il est facile de trouver une primitive d’'une fonction lorsque celle-ci s’exprime sous la

forme de la dérivée de la composée de deux fonctions.

Propriété 6. }

Soit v une fonction de classe C! sur un intervalle I & valeurs dans un intervalle
J et g une fonction continue sur J. On note G une primitive de g sur J.
Une primitive sur I de la fonction u’ x g(u) est la fonction G(u).

En application de ce résultat, on trouve toutes ces primitives classiques :

—_—



Fonction Primitive Fonction | Primitive
)
uFt1
u' x uP (k#-1) ] u'sin(u) | —cos(u) Début
" Précédent
/ .
NG 2/ u’ cos(u) sin(u) T
/ ’ Table
v In |u] 4 5 | Arctan(u)
U 1+u Plein écran
u/ 1 'LL/ . Fermer
e (k#1) A= hjuiT Vi Arcsin(u)
u'e¥ e u’'g(u) G(u)

Exemples.

Calculer une primitive de

3
|l Exercice 2 ',

2x

h:ar—>—(%2_1)2

3. Transformations d’expressions

Pour obtenir une primitive d’une fonction f continue sur I, il est parfois nécessaire de
transformer 'expression de f pour reconnaitre des fonctions que ’on sait intégrer.

Si f contient des produits ou des puissance de cosinus et/ou sinus, on (linéarise
l'expression (en remplagant chaque sinus/cosinus laide de la formule d’Euler, puis en



développant tout). On obtient alors une somme de termes en cos(¢x) ou sin(mz) qu’on
sait primitiver.

3
|| Exercice 3 ',

us
Linéariser sin?(z) cos?(x) puis calculer / sin?(x) cos?(z) da.
0

Pour trouver une primitive d’une fraction rationnelle, on la décompose en éléments
simples (c.f le cours sur les fractions rationnelles). Les termes de la décomposition en
éléments simples sont alors plus faciles & intégrer :

fonction primitive
7azl+b LIn|az + 0|
1 1 1
(az+b)F (k#1) a(l1—k) (az+b)FT
ﬁ arctan(x)
% c.f changement de variable
1 3
Exemple. Calculer / dzx.
0 T+2

En effectuant la division euclidienne de X? par X + 2, on obtient X3 = (X2 — 2X +
4)(X +2) — 8. Donc pour tout = € [0;1], on a
3 8

2
= —2 4— .
T+ 2 v T T+ 2
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On obtient ainsi

bogs ! 8 1
/0$+2dx:/0 x2—2x+4—m.dm= §x3—m2+4x—81n\m+2|

= 13—0 —8In3+8In2

Calculer une primitive sur R de =

1

0

3
|| Exercice 4 ',
2

_>

241
[E I

Décomposer

T2 —

4. Intégration par parties

3
1 en éléments simples et calculer / 5
2
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{ Exercice 5 |
dx

2 -1

- Théoréme 7. |

éléments de I. On a

Soit u et v deux fonctions de classe C' sur un intervalle I et soit a,b deux

Démonstration. Les fonctions u,v,u’ et v’ étant continues sur I, les fonctions u'v et
uv’ le sont également et possedent donc des primitives sur I. Puisque uv est dérivable

—_—



de dérivée (uv) = u'v + uv’, la fonction uv est une primitive de la fonction w'v + uv’.
Autrement dit, )

/ (v (z)v(z) 4+ u(z)v'(x)) dz

ce qui donne 'égalité

Début

|
—
<
—~
8
~—
=N
8
~—
[S—

Précédent

Suivant
/ab o (z)v(z) de + /b u(z)v' (z) de = [u(x)v(m)] ' Table

a .
Plein écran

d’ol provient la formule d’intégration par parties. Fermer

, se 4z . . N . -~
Remarque : La méthode d’intégration par parties sert a calculer des primitives de

produit de deux fonctions, en primitivant 'une et dérivant ’autre. Elle peut étre utile
pour éliminer dans un produit une fonction qui n’est pas simple & primitiver (comme
In, Arcsin, Arctan ...) et dont la dérivée s’integre plus aisément. Elle permet aussi de cal-
culer des intégrales dépendant d’un parametre par récurrence (par exemple les intégrales
de Wallis).

Il arrive souvent qu’on utilise la formule d’intégration par parties, alors qu’aucun produit
n’apparait & priori dans la fonction f & primitiver... L’astuce (& connaitre) consiste a
considérer que 'on integre le produit x f.

Exemple. Calculer une primitive de In sur RY.

Le principe est d’appliquer plusieurs fois la méthode d’intégration par parties en dérivant
le polynéme, ce qui finit par le faire disparaitre.



[E |

{ Exercice 6 |
Calculer une primitive sur R de la fonction

f: R = R
t = (2+3t)el.

On applique plusieurs fois la méthode d’intégration par parties en dérivant le polynome.

-
ll Exercice 7 ',
Calculer

/ (2% 4 22 — 3) sin(2x)dz
0

5. Changements de variables

—| Théoréme.

Soit f une fonction continue sur un intervalle J & valeurs dans R. Soit ¢ une
fonction de classe C! sur un intervalle I & valeurs dans J. Soit a et b deux
éléments de I. On a

»(b)

/ (fo@)(e). g (x)dr = [ s

v(a)
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Disons que 'on veuille effectuer un changement de variable dans l'intégrale f; f(z)da.

Cette méthode s’applique de deux manieres différentes : Debut

ler cas ) On exprime une nouvelle variable en fonction de Pancienne : ¢ = ¢(x). Précedent
Cette technique est tres utilisée lorsque la fonction f est presque sous la forme f(z) = Suivant
@' (2)g(p(x)). Il faut alors effectuer chacune des étapes suivantes :

Table
1. On vérifie que ¢ est bien de classe C! sur le segment d’extrémités o
Plein écran
a et b.
2. On transforme les bornes de I'intégrale : si = a, alors t = p(a) et Fermer
si x = b, alors t = p(b). R

3. (La différentielle ) on calcule dt = ¢(2) dz (en ”dérivant” t = @(z)).

4. ( L’intégrande ) Dans f(x)dx, on cherche & faire apparaitre le terme ¢'(z) dx et

on le met de coté. Dans tout ce qui reste, on doit voir apparaitre ¢(z). Il ne doit
pas rester de x ”tout seul”.

5. ( Remplacement ) on remplace tout d’un seul coup. ¢'(z) da par dt, tous les p(z)
par t et les bornes par les nouvelles bornes... et on continue le calcul.
2
|| Exercice 8 ',

57/2
On veut calculer / cos(z) cos(sinz) dz en posant t = sinx :
0
— Siz =0, alors t = ...... (borne inférieure)
— Six=5n/2, alors t = ..... (borne supérieure)
— en "dérivant” ¢ = sinx, on trouve dt = ---dx. Faire apparaitre ce terme

dans l'intégrale et ’encadrer.
— Dans le reste de l'intégrale, entourer toute les apparitions de I’expression
sin x.
Dans l'intégrale, remplacer les bornes, placer dt et t. Puis finir le calcul.

2¢me cas ) On exprime l'ancienne variable en fonction d’une nouvelle : x = 9(t).



1. On cherche « tel que ¥(a) = a et B tel que ¥(8) = b.

2. On vérifie que 1 est de classe C' sur le segment d’extrémités o et
B.

3. (La différentielle : ) on calcule dz = ¢/ (t) dt (en ”dérivant” x = v (t));

4. (Remplacement :) On remplace tout d’un seul coup : dx par ¢’'(t) dt, tous les
autres x par ¥(t) et les bornes. Puis on continue le calcul de I'intégrale.

1
Exemple. Calculer / V1 — z2dz.
~1

Supposons que 'on soit amené a calculer une primitive d’une fonction rationnelle en sin
et cos, c’est-a-dire d’'un quotient de polynémes trigonométriques de la forme

_ P(sin(x), cos(x))
1@) = Gen(), cos(z))

ou P(X,Y) et Q(X,Y) désignent des polyndémes & deux indéterminées.

On pense alors a effectuer un changement de variable du type u = cos(x), u = sin(z)
ou u = tan(z).

MFoearricra a
{ Exercice 9 |

/2 ) :
Calculer / Ms;n(m) dz en posant u = cos(x).
0 2 + cos?(z)

Remarque : Si u = cosz, u = sinz et u = tanz ne marchent pas , on peut essayer
u = cos(2x) ou u = tan(5) avec les formules de I'angle moitié.
Il faut faire attention lorsque 1’on effectue un changement de variable avec la fonction

. 7 . 7172 ﬂ-
tangente de ne pas intégrer sur un intervalle contenant un élément de la forme 5 + km

(k€Z).
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On veut primitiver une fraction de la forme

dr +e

———— abec,decRA=0b%—4ac<0.
ar? +bxr +c

1

! 7
On va chercher & se ramener a des primitives connues de la forme %, ¥ et .

En bref, les étapes a suivre dans l'ordre :

1. (Gérer le dz au numérateur ) Si il y a du z au numérateur, on sépare I’élément

simple en deux fractions. Une fraction est de la forme %’ (de primitive en In |ul)

et une autre est de la forme

1
ax?+bz+c’

2. (Gérer le bz au dénominateur ) On utilise une identité remarquable pour faire ap-
paraitre un carré parfait et une constante. Puis on fait un changement de variable
pour se ramener a une fraction du type

_1
AZ+B*

3. (Dérivée d’une arctangente) On fait un deuxieme changement de variable pour

se ramener a une fraction du type ﬁ
Il est possible de faire en une seule fois les deux changements de variable pour aller plus
vite.

(1)Gérer le dx au numérateur :) Si y a du x au numérateur, on 'utilise pour faire

apparaitre la (dérivée du dénominateur ) au numérateur :

de+e 2%(2ax+b)+ cst  d " (2ax + b)

= = — _ t X
ax? +bx+c ax? +bx+c 2a ax2+bx+c+cs

ar? +br +c
Ce qui permet de calculer le début de la primitive. Il restera un terme en a
primitiver ensuite.

1
ax2+bx+c

1
4
Exemple. On veut calculer / 27xdx. Le discriminant du trindéme 22 + 2z + 2
0o T¢+2x+2

est strictement négatif, donc on ne peut pas décomposer davantage, c’est un élément
simple. On utilise le  du numérateur pour faire apparaitre la dérivée du dénominateur.
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CZ) Gérer le bz au dénominateur) Dans la fraction restante siil y a un bz

1
ax?2+br+c?
au dénominateur, on doit le faire disparaitre. On met le polynome le ax? + bz + ¢ sous

Cforme canonique) :

b2
az? 4+ bz +c = (ﬁ.x+> +Q

On pose comme (changement de variable) ce qui est & l'intérieur du carré (¢t = /a.x +

ﬁ) et on obtient une fraction du type ﬁ.

Exemple. (suite) Il reste & calculer

/1 dx
0 x2+2x+2

(3) Faire apparaitre la dérivée d’une Arctangente)

Technique. : On veut calculer I'intégrale f; ﬁdt avec A et B deux nombres réels
strictement positifs. L’objectif est de faire apparaitre ﬁ qu’on sait primitiver.

1. On factorise B au dénominateur pour faire apparaitre le +1.

b b 1
——dt = —dt
/aAt2+B / B (421 1)
2. On rentre tout dans le carré :

1

/b 1 b 1

- dt=— | —at

. At?+ B B/a 20\ 2
(,/Et) +1

3. On fait le changement de variable y = /4t (le terme dans le carré) dans 'intégrale,

ce qui permet d’obtenir ﬁ et on peut faire la primitive.
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'. Exercice 10 ',

Primitiver .
t) = ————
f( ) 3t2 +2
6. TD 14 intégrales
-
|| Exercice 1 ',

(x) Calculer une primitive des fonctions suivantes :

f:x—2e** g:x—cos(4x), k:z — zch(z?)

)
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{ Exercice 2 |
(x%) Calculer une primitive des fonctions suivantes (préciser sur quel intervalle).

[E |

2 2 _
Flito QR 43t+41) foitos (E+1)VE f3:t»—>(1\—;;) f4:mtt+—tf1
fs it = cos*(t) fo : t = cos®(t) sin(t) fz 1t — cos(3t) sin(2t)

{ Exercice 3 }
(#x) Calculer les intégrales suivantes :

1 3 — 3 /4 /2
L = / ————dz Iy = / (1+tan(z))?dz I3 = / sin®(z)da
0 IT*—T — 2 0 0

—_—



[E |

{ Exercice 4 |
(xx) Calculer la primitive qui s’annule en a des fonctions suivantes a laide
d’intégrations par parties (préciser I'intervalle de travail).

gr:t—=t3Int) (a=1) go:tr> Arcsin(t) (a=0) gs:t+> t*Arctan(t) (a=0)

gs:te*cos(t) (a=0) g5 : t—sin(In(t)) (a=1)

g
ll Exercice 5 ',
(%) Soit @ € R. Calculer les intégrales suivantes a I’aide d’intégrations par parties.

1 T
/ t3 et dt / t? sin(at)dt.
0 0
[E |

{ Exercice 6 |
(%%) Calculer une primitive des fonctions suivantes & 1’aide d’un changement de

variable (préciser I'intervalle de travail).

x cos x
hi:ox ———, hyiz— —— =2?), h3:x— ——m—— =sinz),
LTS e it e W= ) e e (y=sing)

hateo —— (y=c7) APTTEG -
: =é"). :
4 ch(z) g ST T o+ a2

)

Début

Précédent

Suivant

Table

Plein écran

Fermer

—_—



2
'. Exercice 7 ',
(xx) Calculer les intégrales suivantes en effectuant le changement de variable pro-

posé :

(n3)/2 & . Lo ¢2

3 dx 3 dz
J3=/lm (y = Va), J4=/2 V=1 (u=+va?-1).
(Bxorcice 5

{ Exercice 8 |
(x % %) Calculer les intégrales suivantes :

o /71'/2 sin(x)dx K, / sin(2x)dx K- /Tr/3 dz .
o (cos(x)+2).(cos(z) —2)’ 1+ cos2 (x) x/a cost(x)

2
[E |

| Exercice 9 |
Les intégrales de Wallis (x * *)

Pour tout n € N, on pose W,, = / sin” (z)dz.
0

1. Calculer Wy et W3.

2. A laide d’une intégration par parties, donner une relation entre W,, et W, _o
pour tout n > 2. (remarquer que sin™(x) = sin(z).sin" ! (x)).

3. En déduire que

)
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[E |

{ Exercice 10 |

1
(x % %) Pour tout p,q € N, on pose : I, ; = / 2P (1 — x)dzx.
0

1. Pour tout p € N, et tout ¢ € N*, exprimer I, ;, en fonction de Ip41,4—1.

2. En déduire la valeur de I, ;, en fonction de p et g.

)
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