16. Equations différentielles linéaires

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C et I un intervalle de R non réduit a un point.

Définition 1.
On dit qu'une fonction définie sur un intervalle I a valeurs dans C est

dérivable ) sur I si et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire
le sont. Dans ce cas, on a f' = (Re(f)) + i (Im(f))’.

Exemple. f: 0,400 — C est dérivable sur |0, +oo| et : Vt €]0, +o00[, f'(t) =
t —  In(t) +1icos(t)

1
— —isin(t).
; isin(t)

Propriété 2. }
Soit @ € C. La fonction f : R
t

— C  est dérivable sur R et l'on a :
— et
VteR, f'(t) = ae™.

Les regles usuelles de dérivation (somme, produit...) sont valables pour les fonctions a
valeurs complexes.
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Principe de résolution d’une équation différentielle
linéaire :
0. On observe ’équation pour identifier l'ordre (la plus
grande dérivée) et éventuellement, on met I’équation en
forme.

1. On détermine les solutions y, homogene associée.

2. On "devine” la forme d’une solution particuliere de (F)
qu’on note y,. On reporte y, dans ’équation (E) afin de
la déterminer complétement.

3. On additionne y =y + yp

4. On utilise éventuellement les conditions initiales pour
déterminer les constantes.
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1. Equations différentielles linéaires du premier ordre

Définition 3.

On appelle ( équation différentielle linéaire du premier ordre ) sur I toute
équation du type :

(B):  Vtel, a()y'(t)+B(H)y(t) =),

ou «, 3,7 : I — K sont des fonctions continues sur I et y : I — K est une
fonction dérivable sur l'intervalle I.

On appelle ( solution de (E) sur I ) toute fonction f de I dans K, dérivable
sur I et telle que :

VeI, a()f'(t)+B1)f(t) =)

Le graphe d’une solution est appelée une ( courbe intégrale ) de (E).

Dans la pratique, on écrit (F) sans la variable de I'inconnue y :

(E): at)y + Bty = (1),
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|| Exercice 1 I,

Montrer que la fonction f(t) = %et est une solution sur R de I’équation

différentielle (E) : y —y =tet.

—_—



On veut résoudre 1’équation (FE) : a(t)y + Bt)y = v(¢).
Avant toute chose, on se place sur un (intervalle I ou « ne s’annule pas). C’est l'inter-
valle de définition des fonctions.
On divise alors I’équation (EF) par «(t), pour obtenir :
B(t) V(t)

y +a(t)y =b(t) avec a(t) = olt)’ b(t) = oL vtel

Définition 4.

On appelle ( équation homogene associée & )(E) (ou équation sans second
membre) I’équation homogene, notée (E},), définie par :

(Ep) : Vtel, y' +a(t)y=0.

Remarque : Le mot ( homogene ) signifie que le second membre de ’équation est la

fonction nulle (= 0).
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-[ Propriété 5. |

J
Soit a une fonction continue de I dans K. Les solutions de 1’équation
différentielle homogene Début
(Eh) . y/ + Cl(t)y -0 Précédent
Suivant
sont toutes les fonctions y; de la forme :
Table
Vtel, y(t) = )\eiA(t), Plein écran
ou A € K est une constante et A est une de la fonction a sur I. e
—_—
3
|| Exercice 2 ',
[ Résoudre sur R I'équation différentielle (E) : 3 + #y =0.

On revient & I’équation Cavec second membre) : (E): o' + a(t)y = b(t).

Pour trouver y, une solution particuliere de (E), on doit la forme de y,,. Puis
on reporte dans I'’équation (E), c’est-a-dire qu’on calcule y,, + a(t)y, = b(t). On se sert
de I'égalité pour déterminer completement .

Pour la forme de y,,, il y a essentiellement trois méthodes : reconnaitre un
cas du cours, faire la variation de la constante.... ou avoir du flair (mais ga, c’est avec
la pratique que ¢a vient).

(Cas faciles = lorsque a est une constante) On cherche y, solution particuliere qui
a b(t) le second membre.

(Second membre polynéme)

(E): o'+ ay = Polynome



Alors on cherche Cyp (t) = polynéme inconnu de méme degré) que le second membre.

Par exemple, si le second membre est
— une constante, on pose ¥, = k une constante a trouver Début
— de degré 1, on pose y, = kt + m avec k, m deux constantes a trouver Précédent
. N récéden
— de degré 2, on pose y, = kt? + mt + n avec k,m, n trois constantes a trouver
— e Suivant
On détermine les constantes en reportant ¥, dans I’équation (E). -
CSecond membre polynome Exponentielle) Plein écran
R Fe
(E): 4 + ay = (Polynéme)e” e
—_—

— Si - et nlest pas la méme exponentielle que celle de la solution

homogene et on pose (yp(t) = (polynome inconnu)ew)

— Si : Y% est la méme exponentielle que celle de la solution homogene

et on pose (yp(t) =t X (polynome inconnu)ew)

Le polynéme inconnu est que le second membre. Et on le détermine
en dérivant y, et reportant dans I’équation.

Exemple. Déterminer une solution particuliere y, sur R des équations différentielles

(B1): v/ —2y=(t+1)e" et (Fo): o —2y=te*

(Second membre polynéme Cos/ Sin)

(E): 4 + ay = (Polynéme) cos(Vt) ou = (Polynéome) sin(Dt)

(Méthode complexe)

y— 2z, sin(Vt) = eV cos(Vt) - et



= nouvelle équation complexe :

(Ec) : 2 +az = (Polynéme)e! ™

ez@t

On cherche une solution particuliére (zp(t) = (Polynéme inconnu) ), le polynéme

étant de méme degré que le second membre.
Puis on revient en réel :
— Si on avait cos(Ot) dans le second membre : (y, = Re(zp)

— Si on avait sin(Ot) dans le second membre : ( y, = Im(zp)

Frorcice 2
{ Exercice 3 |
En utilisant la méthode complexe, déterminer une solution particuliere sur R de

I’équation différentielle

(E): y' —2y =tsin(t).

(Les autres cas : Méthode de variation de la constante )
On se base sur la solution de 'équation homogene 3, = Ae~A®). On recopie le résultat

dans y, en remplagant la constante A par une Cfonction A(t) inconnue) (et & déterminer!!) :

viel, () =A0)e 0 ]

On calcule la dérivée y,, et on reporte dans 'équation (E) : y,, + a(t)y, = b(t). Apres
calcul, on doit réussir & isoler X' (¢) :

X (t) = une fonction de la variable ¢

On calcule alors une primitive du total (une seule suffit puisqu’on ne cherche qu’'une
seule solution particuliére) pour obtenir A(t). Et on n’oublie pas de reporter le résultat

dans le (yp(t) = A(t) e_A(t)) du début !

Notons que la méthode de variation de la constante ne fournit pas toujours une solution
particuliére explicite. Il faut pour cela étre capable de déterminer des primitives!
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Exemple. Déterminer une solution particuliere sur R de I’équation différentielle

(B): o —ty=tel /2

Début

Précédent

Lorsque la fonction b est compliquée, on peut quelquefois procéder en plusieurs étapes en
b en plusieurs morceaux individuellement plus simples : ¢’est le Cprincipe de superposition

vant

Pour chercher une solution particuliere de
(B) ' +alt)y = bi(t) + ba(t)

1. On cherche y,;1 solution particuliere de (E1) : ¢’ + a(t)y = b1 (¢).
2. On cherche y,2 solution particuliere de (Es) : ' + a(t)y = ba(t).
3. On additionne y, = yp1 + Yp2-

(On peut découper en plus de morceaux si besoin !)

-[ Propriété 6. }
Soit a et b deux fonctions continues sur I & valeurs dans K et (E) ’équation
différentielle :

(E): Y +a(t)y = b(t)

Si yp, est une solution de I'équation homogene associée et 1, une solution
particuliere de ’équation (F) sur I, alors les solutions de (E) sont toutes les
fonctions de la forme

Y=Yp+Yn
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Définition 7.

Dans une équation différentielle, on appelle (condition de Cauchy) toute
condition imposant la valeur d’une solution ou de I'une de ses dérivées en
un point de I.

-[ Propriété 8. }
Soient (o, yo) € I x K. L’équation différentielle (E) : y' + a(t)y = b(t) avec

la condition de Cauchy ( y(to) = yo ) admet une solution sur I.

Autrement dit, si K = R, par un point quelconque de coordonnées (g, o) €
I x R, il passe une courbe intégrale et une seule.
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{ Exercice 4 |
Déterminer la solution sur R de (E) : y' —ty = 2t avec la condition initiale

y(0) = —1. On donne que ’ensemble des solutions est

y(t):/\e%—Q, AeR

—_—



2. Equations différentielles linéaires du deuxieme ordre

)
Début
Définition 9. Précédent
Soit 1 un intervalle de R. On appelle Suivant
équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre a
Table
coefficients constants ) sur I toute équation du type
Plein écran
(E): Viel, ay’'+by +cy=dt), Fermer
ol a, b, ¢ sont trois éléments (< constantes ») de K avec a # 0, d une fonction D

continue sur I a valeurs dans K et y une fonction (inconnue ) deux fois
dérivable sur I a valeurs dans K.

On appelle  solution ) de (E) sur I toute fonction f deux fois dérivable sur
I a valeurs dans K telle que :

Viel, af’(t)+bf'(t)+cf(t) =d(t).

Le graphe d’une solution est appelée une ( courbe intégrale ) de (E).

Dans toute la suite, on donnera les résultats pour I = R.

Methode de résolution d’une équation différentielle linéaire : retournez
au début du cours si vous avez (déja) oublié.




Définition 10.

On appelle ( équation homogene associée & )(E) (ou équation sans second

membre) I’équation, notée (E}), définie par

(En)

Vtel,

ay” + by +cy = 0.
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-[ Propriété 11. }

L’( équation caractéristique ) d’une équation différentielle ay” + by’ +cy = 0
(avec a # 0), est I'’équation du second degré ar? + br +c = 0. On note A son
discriminant.

1. Si A > 0, I’équation caractéristique admet deux racines réelles dis-

tinctes 71 et ry. Les solutions réelles de I’équation différentielle (Ep,)
sont alors toutes les fonctions y; de la forme :

vt € R, yn(t) = Xe™t fpe™t on (A p) € RZ

2. Si A = 0, 'équation caractéristique admet une unique racine réelle rq
(racine double). Les solutions réelles de 'équation différentielle (Ep)
sont alors toutes les fonctions y;, de la forme :

Vit € R, yn(t) = (At + p) e"" ot (\, pt) € R%

3. Si A < 0, I'équation caractéristique admet deux racines complexes
conjuguées r = a+if et T = a— i, ot (a, f) € R x R*. Les solutions
réelles de 1’équation différentielle (Ej) sont alors toutes les fonctions
yp, de la forme :

vt € R, yn(t) = e** (Acos(Bt) + psin(Bt)) ot (\, ) € R%
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Remarque : Toute expression de la forme A cos(z) 4 u sin(z) peut s’écrire sous la forme
Rcos(z+ @) ou Rsin(x +1). Par conséquent, lorsque A < 0, on peut aussi affirmer que
les solutions réelles de 1’équation différentielle homogene (Ey) : ay” + by’ + cy = 0 sont

toutes les fonctions de la forme :
vVt € R, y(t) = Re® cos(Bt + ) avec (R, p) € RT x R.

C’est cette forme qui est couramment utilisée en physique.

—_—



2
'. Exercice 5 ',
Trouver les solutions a valeurs réelles de ’équation différentielle homogene

(En): y" +2y' +5y=0.

Soit (a,b,¢) € K3, d une fonction continue sur R & valeurs dans K et (E) Iéquation
différentielle

(E): ay” + by +cy = d(t).
On dispose de deux méthodes pour déterminer une solution particuliere de (F) : soit on
trouve une solution particuliere vraiment évidente, soit on se trouve dans I'un des cas
suivants.

(Second membre Polynéme Exponentielle)

ay” + by’ + cy = (Polynome)e™  (E)

L’équation caractéristique est ar? + br + ¢ = 0. On compare ses racines avec Q :

— Si © n’est pas une racine, on pose (yp(t) = (Polynéme inconnu)ew)

— Si © est une racine simple, on pose (yp(t) =t X (Polynome inconnu)e%)

— Si © est la racine double, on pose Cyp(t) =t x (Polynome inconnu)e%)

Le polynoéme inconnu ayant de méme degré que le second membre dans tous les cas. On

dérive et on reporte y, dans I’équation (E) pour déterminer le polynéme inconnu.

Remarque : Si le second membre est (Polynome), il faut le voir comme (Polynome)e®.
3

|| Exercice 6 ',

Résoudre I'équation différentielle

(B): v +2y +y=2e"".
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CSecond membre polynéme Sin/ Cos),

——
ay” + by' + cy = (Polynome) cos(Vt) ou (Polynome) sin(0t) Début
(Méthode complexe) On crée une nouvelle équation complexe Précédent
Suivant
y— 2, cos(Vt) = eVt sin(Vt) — 7t Table
(Ec)  az" +b2' 4 cz = (Polynome)e'™* Plein écran
On trouve une solution particuliere grace a la méthode précédente. Fermer
-

On revient dans R :
— Si le second membre contenait cos(Vt), alors on pose (¥, = Re(zp)

— Si le second membre contenait sin(Vt), alors on pose (yp = Im(z,)

(Second membre Polynéme Sin/Cos Exponentielle)

ay” + by + cy = (Polynome) cos(Vt)e® ou (Polynome) sin(Vt)e®*

(Méthode complexe) On crée une nouvelle équation complexe

y— 2z, cos(Vt) = eVt sin(Vt) — eVt

(Ec): az" +bz' + cz = (Polynome) (419
On trouve comme précédemment.

On revient dans R :
— Si le second membre contenait cos(Vt), alors (¥, = Re(zp)

— Si le second membre contenait sin(©t), alors (y, = Im(zp)



Remarque : Lorsque la fonction d est compliquée, on peut utiliser le (principe de superposition).

Pour chercher une solution particuliere de
(E) : ay’ + by’ + cy = by(t) + ba(t)

1. On cherche y,; solution particuliere de (E4) : ay” + by’ + cy = by (t).
2. On cherche y,»2 solution particuliere de (E2) : ay” + by’ + cy = ba(t).
3. On additionne y, = yp1 + Yp2-

Propriété 12. }
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Les solutions de (E) sur R, sont toutes les fonctions de la forme y = y, +yp,
oll yp, est une solution de ’équation homogene associée et y,, est une solution
particuliere de I’équation.

Propriété 13.

|

J
Soient (a,b,c) € C3 avec a # 0, d une fonction continue de R dans K et
to € R.
Pour tout (yo,y4) € R?, 'équation différentielle ay” +by’ +cy = d(t) possede

une solution vérifiant (y(to) = yo) et (y/(to) = yé)

[(Twercice 7 |
{ Exercice 7 |
[ Résoudre (E) : y” + 2y’ + 5y = 10cost avec y(0) = 1 et 3/(0) = 0.

—_—



3. TD 16 équations différentielles linéaires

[E |

{ Exercice 1 |

Yy —3y=2 Yy -3tPy=+t>, Y +ty=1=3

Y + 2y = e, y — by = e, y' —y =sin(t).

(%*) Résoudre sur R et préciser la solution qui vaut yo & l'instant ¢t =0 :

2
'. Exercice 2 ',
(%%) Résoudre les équations suivantes sur Pintervalle précisé :

y' + tan(z)y = sin(x) sur }—g; g [, Y + tan(z)y = cos®(z) sur }

(1+4+2%)y' + 22y =1 sur R.
[E |

E

7T .
2

)

ol 3

)

Début

Précédent

Suivant

Table

Plein écran

Fermer

| Exercice 3 ;|
(%)

1. Calculer la dérivée de f: |1,4+00] — R.
t — In(t+VEZ-1)

2. Résoudre sur |1, +o0o[ I’équation différentielle (E) : y' — til =

3
ll Exercice 4 ',
(xx) Résoudre sur R le probleme de Cauchy suivant :

e t+1
oYV T Are

y(0) = —1.

—_—



Mearmiera =
Exercice 5

| {E(EREES D

(»%) Soit (E) I'équation différentielle du premier ordre a3y’ + y = 322. )
1. Résoudre cette équation sur ]0 ;+oc[ , puis sur | — oo ;0. Debut
2. Existe-t-il des solutions de cette équation sur R ? Précédent
[Exercice 6 | Suivant
(%) Résoudre les équations suivantes et préciser la solution qui vérifie les condi- Table
tions de Cauchy y(0) = yo et '(0) =y : Plein éeran
y" — 5y’ + 6y =0, y' -3y =0, y' +4y =0 Fermer
-

y' +4y' +4y=0, ¢y -2y +2y=0

{ Exercice 7 |
(xx) Résoudre sur R les équations suivantes :

y//+2y/_8y:e3t, y”—3y’—18y:te4t,
y" — 10y’ + 41y = sin(t), y" — 2y + 2y = sin(t) e,
y" — 4y’ + 3y = 2e' —3cos(2t).

-
f Exercice 8 '

=xercice ©
(Devoir maison) On considere 1’équation différentielle

(B): (Q+2)y +y= Tz

ou y est une fonction de la variable x, définie et dérivable pour = €] — 1;+o0].
Résoudre I’équation (F), puis déterminer la solution de ’équation (FE) vérifiant

y(0) = 2.
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