18. Déterminants

1. Déterminant d’une matrice carrée

Le déterminant d’une matrice (toujours carrée) se note avec deux barres verticales a
la place des parentheses de la matrice. On va calculer les déterminants en augmentant
progressivement la taille de la matrice.

Déterminant d’une matrice carrée de taille 1 ) Le déterminant de la matrice A = (a)
est det(A) = a.

Déterminant d’une matrice carrée de taille 2 ) Le déterminant de la matrice A = (c

a coefficients dans K est le scalaire

det(4) = |* *

’:ad—bc.

Déterminant d’une matrice carrée de taille 3 ) 1l est défini par la regle de Sarrus (a
ne PAS utiliser). En pratique, on utilise la technique du développement en ligne ou en
colonne. On choisit une ligne OU une colonne (entourez-la! ) de la matrice.

ai
ligne| a1 as as |oucolonne| as
as

Alors
((det = ()% x a1 x det(#1) + (—1)%2 x ay x det(ds) + (~1)7* x ag x det(#3) |

ou Q; est I'addition du numéro de ligne et du numéro de colonne du coefficient a; et #;
est la matrice de départ ol on a enlevé la ligne et la colonne du coefficient a;.
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Déterminant d’une matrice carrée de taille n ) On ne verra pas la formule exacte définissant

un déterminant pour une matrice carré de taille n quelconque. On va utiliser unique- )
ment le développement en ligne et en colonne, qui est valable quelque soit la taille de la Début
matrice.
9 00 1 1 Précédent
0 1 0 0 1 Suivant
Exemple. Calculer le déterminant de la matrice A=| 1 1 1 0 0 |. Table
-1 0 1 1 0
0 O 1 1 1 Plein écran
Une application de la méthode de développement en ligne et en colonne donne les Fermer
résultats suivants.
-[ Propriété 1. }
Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit de ses coefficients
diagonaux.
Le déterminant d’une matrice diagonale est le produit de ses coefficients
diagonaux.
Une matrice contenant une colonne (ou une ligne) de zéros a un déterminant
nul.
Exemple.
2 24 T8
0 -3 45 |=2x(-3)x1=-6
0 0 1

Pour simplifier le calcul du déterminant, avant de faire un développement en ligne ou
en colonne, on peut faire apparaitre des 0 dans certaines lignes ou colonnes par des
opérations de type ”pivot”.



Dans un déterminant (Attention, (uniquement dans un déterminant), pas dans une

matrice), on peut faire des opérations sur les lignes et les colonnes comme celles utilisées
lors des pivots. Selon I'opération, ¢ca modifie le déterminant ou pas.

Considérons une opération sur les lignes d’une matrice, transformant une matrice A
en une nouvelle matrice A’. Alors, selon I'opération, le déterminant va changer aussi.
Précisément,
— L’opération d’échange de ligne L; <> L; change le signe du déterminant : det A’ =
—det A
— L’opération de multiplication ligne L; < aL; multiplie le déterminant :
det A’ = acdet A.

— L’opération L; < L;+aL; avec Lj une ligne ne change pas le déterminant :

det A’ =det A

Et pareil pour les opérations sur les colonnes.
— L’opération d’échange de colonne C; <+ C; change le signe du déterminant :
det A’ = —det A

— L’opération de multiplication colonne C; < aC; multiplie le déterminant :

det A’ = avdet A.
— L’opération C; < C; + aC; avec C; une colonne ne change pas le
déterminant : det A’ = det A

Quand on modifie la matrice A pour calculer son déterminant, on peut faire sans
aucun risque les opérations (CZ- «— C; —|—aCj) et (LZ- «— L; + aLj). Mais pour les
échanges et la multiplication par un nombre, il faudra alors ”corriger” la modification
du déterminant en rajoutant un - ou en divisant par le nombre.

En utilisant les opérations sur les lignes et colonnes d’une matrice, on pourrait méme se
ramener & une matrice diagonale (en faisant un pivot de Gauss total) dont le déterminant
est tres facile a calculer. Mais en pratique, ce n’est pas la peine. On se contente de faire
apparaitre le maximum de 0 sur une ligne ou une colonne, avant de développer.
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Remarque : En application de cette méthode, une matrice qui a deux colonnes iden-

tiques ou deux lignes identiques a un déterminant nul. )
Exemple. On calcule ZeL
11 2 Précédent
2 3 -1
4 5 -3 Suivant
Table
g
ll Exercice 1 ',
2 . 2 . Plein écran
Faire successivement les opérations L3z < L3z + L1 et Cy + C3 + 3C; sur le
déterminant suivant, puis développer selon la derniere ligne. Fermer
—_—
1 4 -2
9 -1 0
-3 2 2

Grace aux matrices, on peut faire des déterminants avec des vecteurs. Mais attention,
avec un nombre précis de vecteurs uniquement !

Définition 2.
Soit m > 1 un entier et B une base de R". Le déterminant d’une
famille (Vi,Va,...,V,) de & vecteurs de E dans la base B, noté
detg(Vh, Va, ..., V), est le déterminant de la matrice formée en mettant cote
a coOte en colonne les coordonnées de ces vecteurs dans la base B, autrement
dit :

detg(Vi,Va, ..., Vi) = det (M(V4,Va,..., V3)).

Remarque : On retrouve le déterminant d’'une famille de deux vecteurs dans le plan,
ou d’une famille de trois vecteurs dans I'espace, qu’on avait vu en géométrie en début



d’année.

)
e sy . , . Déb
2. Propriétés des déterminants -
Précédent
2 )
Théoréme 3. J Suivant
Le déterminant vérifie les propriétés suivantes :
Table
1. Si A € M(n,n), A est inversible si et seulement si det A # 0
2. VA, B € M(n,n), det AB = det A x det B Plein écran
Fermer
En application du premier point de ce théoréme, nous avons les résultats suivants -

— Une famille de vecteurs est une base si et seulement si
son déterminant est non nul.

— Une application linéaire de R™ dans R™ est bijective si
et seulement si le déterminant de sa matrice est non nul

-[ Propriété 4. }
Le déterminant vérifie les propriétés supplémentaires suivantes :
1. Si A e M(n,n) et a € R, alors det(ad) = o™ det(A).
2. Le déterminant d’une matrice carré est égal au déterminant de sa trans-
posée.

3. det(A~1) = detl(A)

CDéterminant par bloc) Quand il y a un gros bloc de zéros dans une matrice, on peut
simplifier le calcul du déterminant par le résultat suivant.




-[ Propriété 5. |

J
On note A, B deux carrés de nombre et C un rectangle de nombre situés
dans une matrice. On a Début
A C B 0 Précédent
= det(A) det(B et = det(B) det(A).
o 5| ety aecs) o 4 = etm)denca) -
Table
Exemple. Factoriser le polynome i e
-A 2 —613 1239 521 Fermer
1 1-X =234 —-32 12
P:A=PN)=]|0 0 —1-A 2 —6
0 0 —6 7T—A —12
0 0 -3 3 —4 - )
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g
ll Exercice 1 ',

(%) Développer le déterminant suivant selon la deuxieme colonne :

-
ll Exercice 2 ',

Soit (a, b, c) € R3. Calculer les déterminants suivants sous forme factorisée :

1 1 1 1 a b+e a? b? i 1 cos(a) cos(2a)
a b c¢| |1 b c+a| |(a+1)? (b+1)? (c+1)%] |1 cos(b) cos(2b)
3 A |1 e a+b| [(a+2)? (bB+2)? (c+2)? |1 cos(c) cos(2c)




[E |

{ Exercice 3 }
(xx) Pour quelles valeurs de a € R les matrices suivantes sont-elles inversibles ?

a—2 4 3 a 1 1 1 a a?
1 a+1 =2 1 a 1 a2 1 a
0 0 a—4 1 1 a a 2

[E |

{ Exercice 4 |
(xx) Calculer le déterminant de la matrice de taille n dont tous les termes sont

nuls, sauf une diagonale de 1 allant du bas gauche au haut droit (diagonale dans
Pautre sens).

[E |
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{ Exercice 5 |
(#*) Déterminer m € R tel que ((m + 1,m — 1);(4,m — 1)) soit une base de R2.

2
'. Exercice 6 ',
(xx) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur A € R pour que 'endo-

morphisme

£ R3 — R3
(x,y,2) = (z+y+2z (1+Ny—2z(342N)z)

soit un automorphisme.

{ Exercice 7 }
(xx) Montrer que le déterminant d’une matrice antisymétrique de taille 3 est nul.

Est-ce vrai pour une matrice antisymétrique de taille 2 ?

—_—
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