20. Diagonalisation P

. - R . . . Déb

Dans tout le chapitre, F désigne R™ (¢a pourra étre un espace vectoriel de dimension cout
finie dans des chapitres ultérieurs). Précédent

Suivant

1. Objectifs Table
Le but du chapitre est de diagonaliser ou trigonaliser un endomorphisme. Plein écran

F
Définition 1. e
—_—

Soit u un endomorphisme de E (application linéaire de E dans F).
On dit que u est ( diagonalisable ) s’il existe une base B de F telle que la
matrice Mg(u) de v dans B soit diagonale.

On dit que u est ( trigonalisable ) s’il existe une base B de E telle que la
matrice Mg(u) de u dans B soit triangulaire supérieure.

Définition 2.

Soit A € M,,(R) une matrice carrée d’ordre n.

On dit que A est ( diagonalisable ) si et seulement il existe une matrice
diagonale D et une matrice inversible P € GL,(R) telles que A = PDP~.

On dit que A est ( trigonalisable ) si et seulement il existe une matrice tri-

angulaire supérieure 7' et une matrice inversible P € GL,(R) telles que
A=PTpP1

Il y a évidement un lien entre ces deux notions. Pour une matrice A, on peut poser u



I’endomorphisme canoniquement associé a A. Dans ce cas, la matrice P est la matrice

de passage P = P(C,B) de la base canonique C de & une base B, telle que Mp(u) est )
diagonale (Mp(u) = D) ou triangulaire supérieure (Mg(u) =T). Début
— ( Diagonaliser ou trigonaliser ) un endomorphisme u d’un espace vectoriel E de o
dimension finie, c’est-a-dire trouver une base dans laquelle la matrice de u est Précedent
diagonale ou triangulaire supérieure. Suivant
— ( Diagonaliser ou trigonaliser ) une matrice A, c’est-a-dire trouver une matrice Table
inversible P telle que P~' AP soit diagonale ou triangulaire supérieure. Plein écran
CA quoi cela sert 7) Les calculs (élévation & la puissance n ...) sont beaucoup plus (e
simples sur une matrice diagonale ou triangulaire que sur une matrice quelconque.

On peut trouver des propriétés géométrique en reconnaissant certaines matrices diago-
nales particulieres. On peut utiliser les matrices pour calculer le terme général de suites
récurrentes. Nous verrons plus tard que la diagonalisation des matrices sert également
(parmi d’autres applications) & résoudre des systémes d’équations différentielles.

2. Valeurs propres et vecteurs propres

Définition 3.
Soit u un endomorphisme de FE.
— Un vecteur x de E est un ( vecteur propre ) de u si et
seulement si son image par u lui est colinéaire, autrement dit si et
seulement si il existe A € R tel que u(x) = Az.

— Un scalaire A € R est une ( valeur propre ) de w si et seulement si il

existe un vecteur x € £ tel que u(x) = Az. Un tel vecteur

x est un vecteur propre de u (_associé a ) la valeur propre A.

Remarque :



1. Un vecteur propre est nécessairement non nul mais 0 peut étre une valeur propre.

A~ .7 N )
2. Un vecteur propre ne peut étre associé qu’a une seule valeur propre.
- )
[ Exercice 1 ', Debut
Dans R2, on consideére ’endomorphisme f défini par f(x,y) = (4o — y, —2z + 5y). Précédent
Calculer 'image du vecteur (—1,2) et du vecteur (1,1). En déduire que ce sont Suivant
des vecteurs propres de f, a quelles valeurs propres sont-ils associés 7
Table
Plein écran
. oy Fermer
Définition 4.
—_—

Soit u un endomorphisme de E.
— On note Sp(u) et l'on appelle ( spectre ) de u I'ensemble des valeurs
propres de wu.
— Si A € R est une valeur propre de u, on pose

E) = {z € E tels que u(z) = Az}

Ce sous-espace vectoriel de E est appelé le ("sous-espace propre ) de
u associé a la valeur propre . Il est constitué des vecteurs propres de
u associés a la valeur propre A et du vecteur nul.

Théoréeme.
Soit u un endomorphisme de E et A € R une valeur propre de u. Le sous-
espace propre F est stable par u autrement dit

U(E)\) C E.

Démonstration. Soit z € Ey. Si z = 0, on a facilement u(x) =0 € E). Si « # 0, alors
u(z) = Ax € E) car x € Ex. Donc u(Ey) C E)



Propriété.

Toute famille finie de vecteurs propres associés a des valeurs propres dis-
tinctes est libre.

Démonstration. Par récurrence sur n € N*, montrons que toute famille de n vecteurs
propres associée a des valeurs propres distinctes est libre.
— Une famille de 1 vecteurs propre est libre car il est non nul par définition.
— Soit n € N* tel que la propriété soit vraie.
Soient x1,x9,...,2,11 n + 1 vecteurs propres d'un endomorphisme u, associés
aux valeurs propre Aj,..., A,y (distinctes).
Soient a; des scalaires tels que

n+1 n
E a;x; =0 = App1Tp41 = — E a;z; (%)
i=1 i=1

On applique u a l'égalité et par linéarité, il vient :
an+1’u($n+1 Z a;u :cl

Or, on a par définition u(x;) = A\;z; pour tout ¢ € [1,n + 1], donc

n n
Ant1(@n41Zny1) = Z ;N T4 )= At | — Z aQ;T; | = — Z ;N %;

Donc .
Zai()\nJrl —A)x; =0
i=1

Or z1,...,x, est une famille de n vecteurs propres associée a des valeurs propres
distinctes, donc elle est libre, donc Vi = 1...n, on a a;(An41 — A;) = 0. Les A
étant distincts, on a donc a; =0,Vi=1...n

)

Début

Précédent

Suivant
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Plein écran
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—_—



En reportant dans 1’égalité de départ, on obtient a, 12,41 = 0. Donc a,+1 =0

car xn4+1 7 0. Donc tous les a; sont nuls et la famille est libre. )
Début
Précédent
Soit a € R. On considere I’homothétie de rapport a notée h, : E — E. . Suivant
T = ax

, . Table
Déterminons ses valeurs propres et vecteurs propres.

Exemple 2. ) Soit p: E — FE la projection sur F' = Im(p) parallelement & G = ker(p). Plein écran

Déterminons ses valeurs propres et vecteurs propres. Fermer
3
ll Exercice 2 ', -~

Soit s : E — E la symétrie par rapport a F' parallelement a G. Déterminer les
valeurs propres et les vecteurs propres de s.

Soient une matrice A € M, (R). On note u 'endomorphisme de R™ dont la matrice
dans la base canonique est A (endomorphisme canoniquement associé & A). Les notions
de valeurs propres, vecteurs propres, espaces propres et spectre de A peuvent étre défini
comme étant ceux de u. Mais on peut aussi donner les mémes définitions sans avoir
besoin .

Définition.
Soit A € M,,(R).
— On appelle ( valeur propre ) de A tout scalaire A € R tel que la
matrice (A — Al,) soit non inversible, donc tel que det(A — AI,) = 0.
— On appelle ( spectre ) sur K de A I’ensemble de ses valeurs propres

et on le note Spr(A) (ou encore Sp(A) 8’il n’y a pas d’ambiguité sur
R).



Définition.
Soit A € M, (R).
— On dit que X € M, 1(R) est un ( vecteur colonne propre ) de A si
X est non nul et 8’1l existe un scalaire A € R tel que AX = AX. Dans
ce cas, A\ est une valeur propre de A et I'on dit que X est un vecteur
colonne propre de A associé a la valeur propre A.
— Le (“sous-espace propre ) de A associé a la valeur propre A est le
sous-espace vectoriel de M, 1(R) noté Ey, défini par

E\(A) =Ker(A—Xl,) = {X € M,,1(R), AX =X}

Remarque :

1. X est une valeur propre de A si et seulement si A est une valeur propre de ’endo-

morphisme u.

2. X est un vecteur colonne propre de A si et seulement si le vecteur z, de coordonnées

canoniques X, est un vecteur propre de u.

Remarque : A est inversible si et seulement si le nombre 0 n’est pas une valeur propre

de A.

Définition 9.

Soit A € M,,(R) une matrice carrée d’ordre n. Le polynéme P4 () = det(A—
Al,) de la variable A est le ( polynéme caractéristique ) de la matrice A. Il
est de degré n, de coefficient dominant est (—1)™ et son coefficient constant

vaut det(A).

)
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Remarque : Le polynéme caractéristique P4 est de la forme
Py(N) = (—=1)"\" + (=) (AN 4 4 det(A),

ou tr(A4) (la < trace » de A) désigne la somme des coefficients diagonaux de A.
(Exemple pour n = 2 :)

Propriété 10. }

Deux matrices carrées semblables ont le méme polynoéme caractéristique.

Démonstration. Soit A et B deux matrices carrées semblable, alors il existe une ma-
trice P inversible telle que A = PBP~!. On a

A—MN =PBP ' - \PIP ' =P(B-\)P!
donc
Py(\) = det(A — M) = det(P(B — M)P™1) = det(P) det(B — X\ ) det(P)~*
= det(B — M) = Pg()\)

Définition 11.

Si A et B sont deux matrices représentant le méme endomorphisme u dans
des bases différentes, alors A et B ont le méme polynome caractéristique.
C’est ce méme polynéme qu’on appelle ( polyndéme caractéristique ) de u et

que l'on note P,. On a donc pour tout A € R : P,(A\) = P4(\) = Pg()\).

Remarque : Le polynome caractéristique d’une matrice carrée est aussi celui de ’en-
domorphisme qui lui est canoniquement associé.

)

Début

Précédent

Suivant
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—[ Théoreme 12. }

— Soit A € M, (R). Les valeurs propres de A sont les du

polynéme caractéristique P4 de A.
— Soit u un endomorphisme de E. Les valeurs propres de u sont les Bt

racines ) du polynoéme caractéristique P, de u.

)

Début

Suivant
-[ Corollaire 13. } Table
Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n a au plus n valeurs Plein écran
propres distinctes. Une matrice carrée de taille n a au plus n valeurs propres F
M 3 ermer
distinctes.
—_—

Démonstration. Dans un espace vectoriel de dimension n, Le polynome caractéristique
est de degré n. Donc il admet n racines distinctes au maximum, donc n valeurs propres
au maximum.

Définition 14.

Soit u un endomorphisme de E et A une valeur propre de u. On dit que A
est une valeur propre de u ( d’ordre de multiplicité ) my si et seulement si
A est une racine d’ordre de multiplicité m) du polynéme caractéristique P,
de w.

Remarque : Idem pour une matrice A.

Exemple. Déterminer les valeurs propres de ’endomorphisme v de R? dont la matrice
1 4 2

dans la base canonique est A= |0 -3 -2
0 4 3



g
'. Exercice 3 ',
Déterminer les valeurs propres de ’endomorphisme v dont la matrice dans la base

canonique est

3 1 1
A=|(0 2 0
1 1 3

En déterminant les racines du polynoéme caractéristique d’un endomorphisme w, on
obtient ses valeurs propres, c’est-a-dire Sp(u) = {A1, \a,...} avec A1, Ag,... des réels
distincts.
Pour chaque valeur propre, on doit ensuite déterminer son espace propre, c’est a dire
I’ensemble de ses vecteurs propres.
— Pour la valeur propre A1, on résout 'équation u(z) = Ajx. Les solutions de cette
équation forment E},.
— Pour la valeur propre Ay, on résout ’équation u(z) = Aex. Les solutions de cette
équation forment E},.
— ete.

-[ Théoreme 15. }
Soit u un endomorphisme de E et A\ une valeur propre de u d’ordre de
multiplicité my. On note E) = ker(u — AIdg) le sous-espace propre associé
a la valeur propre A. On a :

1 < dlm(E)\) < my.

Remarque :
1. Si A est une valeur propre de u d’ordre de multiplicité 1, alors dim(E)) = 1.

2. Méme propriété pour les espaces propres d’une matrice.

)
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Précédent

Suivant
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[E |

{ Exercice 4 |
Soit ’endomorphisme u dont la matrice dans la base canonique est

A=

= O W
— N =

1
0
3

Déterminer les sous-espaces propres associés aux valeurs propres : 2 (multiplicité
2) et 4 (multiplicité 1).

3. Endomorphismes/matrices diagonalisables

)

Début

Précédent

Suivant

Table

Plein écran

Fermer

-[ Propriété 16. }
Soit w un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie. u est

diagonalisable si et seulement il existe une base B’(by,bo,...) de E formée
de vecteurs propres de u.

Dans ce cas, ( Diagonaliser ) u signifie donner la base B’ et écrire la matrice
tte base :

de u dans ce
Mg (u) = Diag (A1, Ag,...)

avec Ai;Asg,... les valeurs propres de w associées aux vecteurs propres
b1,ba,....

—_—



-[ Propriété 17. }

. . . . . )
Soit A € M,,(R). Diagonaliser la matrice A, (lorsque c’est possible), c’est
écrire la relation Début
_ —il
A=PDP Précédent
avec P = P(C,B’) matrice de passage de la base canonique & une base de Suivant
vecteur propre B’ et D = Diag (A1, A\a,...) matrice diagonale contenant
A1; A2, ... les valeurs propres de A. Table
Plein écran
Remarque : 1l suffit d’écrire la formule. On ne cherche pas a la calculer, puisque le Fermer
cours vous dit qu’elle marche!

Rappel : ) On dit qu'un polynoéme P € R[X] est scindé sur R si et seulement si P
s’écrit comme un produit de polynémes de degré 1 a coefficients dans R, c’est a dire que
toutes ses racines sont réelles.



—[ Théoreme 18. }
Soit 4 un endomorphisme d’un R—espace vectoriel ¥ de dimension n. L’en-
domorphisme u est diagonalisable si et seulement toutes ces conditions sont
vérifiées :

1. son polynome caractéristique P, est scindé sur R.

2. La dimension de chaque sous-espace propre E) est égal a la multiplicité
de la valeur propre A qui lui est associée.

Autrement dit, on a
Pu(d) = (A= A)™ (A= 2™ -+ (A = A)"™
et
dim(Ey,) = my, dim(Ey,) = ma,--- ,dim(E),) = m,

En particulier, la somme des dimensions des sous-espaces propres de u est
égale a n.

)

Début
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Remarque : Idem pour une matrice A.

Propriété 19. }
Si un endomorphisme u de E est diagonalisable, on obtient une base de
diagonalisation en réunissant les bases de chacun des sous-espaces propres.

Un cas particulier du théoreme de diagonalisation est :

—_—



-[ Propriété 20. }

. . . . . . [ ——
Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension n. Si le
polynome caractéristique P, de u possede n racines (_distinctes ), alors u est Début
diagonalisable.
g Précédent
Dans ce cas, si eq, eg, ..., e, sont n vecteurs propres respectivement associés S
aux n valeurs propres A1, Ao, ..., A, distinctes de u, alors la famille B = Tl
(e1,€3,...,en) est une base de diagonalisation de wu.
Plein écran
9 Fermer
Exemple. On considere ’endomorphismes f de R* dont la matrice dans la base cano-
-—_

nique est
1 -1
=007

Dire si cet endomorphisme est diagonalisable, et diagonaliser I’endomorphisme dans ce
cas.

3
|| Exercice 5 ',
On considére ’endomorphismes g de R? dont la matrice dans la base canonique

est
4 1 —4
B=|2 3 —4
2 1 -2

Dire si cet endomorphisme est diagonalisable, et diagonaliser I’endomorphisme
dans ce cas.

4. Endomorphismes/Matrices Trigonalisables

Rappel ) Un endomorphisme u de E est dit trigonalisable si et seulement si il existe
une base de F dans laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure. Une matrice A de



taille n est dite trigonalisable si il existe P matrice inversible et T matrice triangulaire
supérieure telle que A = PTP~1.

Théoreme 21. }
Un endomorphisme « d’un R—espace vectoriel (ou une matrice de M,,(R)
) est trigonalisable si et seulement si son polynéme caractéristique P, est
scindé dans R.

Remarque : Tout endomorphisme d’'un C—espace vectoriel est donc trigonalisable,
puisque sur C, tout polynéme est scindé. Il n’est cependant pas nécessairement diago-
nalisable.

Propriété 22. }

Si u est trigonalisable, la diagonale de la matrice de u dans une base trigo-
nalisante ne contient que des valeurs propres.

Remarque : Idem pour une matrice.

Exemple. Soit u 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est

0 3 3
M=1|-1 8 6
2 —-14 -10

L’endomorphisme w est-il diagonalisable ? trigonalisable ? Trigonaliser w si c’est possible.

)
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5. TD 20 Diagonalisation

)
3
|| Exercice 1 ', Début
(x) On note B = (e1, ez, €3,¢e4) la base canonique de R* et 'on consideére I’endo- Précédent
1 1.0 0
g 4 . 111 0 1 0 Suivant
morphisme v de R* dont la matrice dans B est M = = . Montrer
2 01 01 Table
0 0 1 1
que les vecteurs v = e +ex +e3+e4 et w = e; — ey — e3 + e4 sont vecteurs propres Plein écran
de w. Fermer
|
{ Exercice 2 | -

* % %) Déterminer les réels a, b, ¢, a, B, v tels que la matrice
y 0, 2 q

1 a a
1 8 b
1 ~v ¢
1 1 1
admette [ 1], | O | et | —1 | pour vecteurs propres.
1 —1 0

FExercice 3 |
{ Exercice 3 |
(%*) Soit u I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est

0 1 -1
A=|-1 2 -1
-1 1 0

Déterminer les éléments propres de u. Que peut-on en déduire quant a sa nature
géométrique 7




s
'. Exercice 4 ',

(%%) Chercher les valeurs propres et diagonaliser si possible les endomorphismes
dont la matrice dans la base canonique de R3 est :

 CEE—
Début
Précédent
Suivant
Table
Plein écran

Fermer

0 -1 1 3 -1 1 30 2F —2
A=(1 0 -1 cC=(|0 2 0 D=(-1 0 1
-1 1 0 1 -1 3 1 1 0
3
ll Exercice 5 ',
(x % x) Donner une condition nécessaire et suffisante sur (a, b, c) € R3 pour que la
a 0 0
matrice (b a 0] soit diagonalisable dans M3(R).
c b a
3
|| Exercice 6 ',
1 -1 0
(%%) Déterminer a € R pour que la matrice A= [a 1 1| admette 2 pour
0 a+1 3

valeur propre. Dans ce cas, diagonaliser A et donner 1’expression de A™ pour tout

n €N

—_—



[E |

{ Exercice 7 }
(%*) Soit u € L(R?) dont la matrice dans la base canonique B de R? est

-2 -1 2
A=1|-15 -6 11
—-14 -6 11

1. Montrer que u admet 1 pour seule valeur propre. Pourquoi u n’est-il pas
diagonalisable 7 u est-il trigonalisable ?

2. Déterminer un vecteur propre v; de u. Déterminer un vecteur vy tel que
u(vg) = v1 + vy et tel que vy et vy soient linéairement indépendants, puis, un
vecteur vs tel que u(vs) = vy + v3 et tel que B’ = (v1,v2,v3) soit une base
de R3.

3. Quelle est la matrice A’ de u dans cette base ? Ecrire la relation reliant A et

Al

)

Début

Précédent

Suivant

Table

Plein écran
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[E |

{ Exercice 8 |
(%) Soit f l'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique

2 2 -3
e
(i',j,k)deR3est M=| 5 1 =5
-3 4 0

1. Montrer que f admet 1 pour unique valeur propre. Cet endomorphisme est-il
diagonalisable ? Trigonalisable ?

2. Montrer que dim(E;) = 1 et déterminer un vecteur propre de f noté e;.
3. Montrer que dim(ker((f — Idgs)?)) = 2 puis que e; € ker((f — Idgs)?).
Déterminer ensuite ey tel que (eg, ez) soit une base de ker((f — Idgs)?).
%
4. Montrer que (e1, ez, i ) est une base de R3 et montrer que la matrice de f

dans cette nouvelle base est triangulaire. Donner les relations de trigonalisa-
tion.

—_—



MFvareica a )
Exercice 9

Loxercice 7 j
(*¥x %) Dans un repére orthonormé, on considére la transformation représentée par
la matrice

A

Il

—_
()
—

1. Calculer les valeurs propres et des vecteurs propres associés.
2. Donner la relation de diagonalisation.

3. En déduire une formule simple pour calculer A*, puis calculer A* (k entier
naturel).

4. Calculer A~1.

)
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