24. Fonctions réelles : Compléments -

. . . . Déb
Dans ce cours, D désigne une partie de R de la forme I ou I'\{a} olt I est un intervalle et

qui n’est pas un singleton et a un point de I. Si D = I, on appellera bords de D les Précédent
extrémités (dans R) de lintervalle 1. Si D = I'\{a}, o [ est un intervalle d’extrémités

L Suivant
b et ¢, les bords de D sont a, b et ¢ (éléments de R).
Table
Définition.
Plein écran
On dit que f possede une propriété au ( voisinage de a ) si f posséde cette
propriété sur VN D ou V est e
— un intervalle ouvert contenant a si a € R -
— un intervalle de la forme ]c; +00[ si a = +00
— ]| —o0;¢[ si a =—0c0 (ou ¢ € R).

On parle de propriété locale de la fonction f, ou propriété valable localement. En par-
ticulier, les limites, la continuité et la dérivation sont des propriétés locales.

1. Limite

Définition.
Soit £ € R. On dit que f ( tend vers £ ) en a (ou admet pour limite £ en a)
si et seulement si pour tout € > 0, il existe un voisinage V de a tel que

VeeV, |[f(z)—{l<e

On dit que f a une limite finie.

Exemple. La fonction racine carrée tend vers 0 en 0. En effet, pour tout € > 0, si on
prend V = [0, €[, alors pour tout z € V, (|f— 0 < 5).



Définition.

. . . . . . )
On dit que f ( tend vers +00 ) en a ssi pour tout A € R, il existe un voisinage
V de a tel que, Début
Va € ‘/’ f (.CL‘) > A Précédent
On dit que f ( tend vers —oo ) en a ssi pour tout A € R, il existe un voisinage Suivant
V de a tel que,
veeV, f(z)<A Table
Plein écran
Propriété 4. } Fermer
(Unicité de la limite) Si une fonction f possede une limite ¢ € R en a, alors - )

cette limite ¢ est unique.

2. Continuité

Définition 5.

Soit f € F(D,R) et a € D. On dit que f est {_continue en a ) si, et seulement
si, f admet une limite finie en a. Dans ce cas, cette limite ne peut étre que
f(a). Dans le cas contraire, on dit que f est ( discontinue en a ).

Exemple.
— x — +/x est continue en 1 puisque lim1 NEES V1.
Tr—r
— La fonction partie entiere n’est pas continue en m € 7Z puisqu’elle n’admet pas
de limite finie en un tel point (les limites & gauche et & droite sont différentes).



Définition 6.

Soit f € F(D,R) et a € R une extrémité de D. Si f n’est pas définie en a
et si f admet une limite finie ¢ en a, alors la fonction

f: Du{a} — R
L {f(x) siz#a

T )
V4 siz=a

s’appelle ( le prolongement par continuité en a de f ). C’est l'unique fonc-
tion continue en a qui coincide avec f sur D. Par abus, on la note souvent
encore f (c’est-a-dire que 'on confond f et f).

Exemples. Montrer que la fonction f: R* — R se prolonge par conti-

x w x?sin(l/z)

nuité en 0.

[E |
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{ Exercice 1 |
Montrer que la fonction

f: Ri{-1} —- R
z(z3 +1)

* r+1

se prolonge par continuité en -1. (Indice : Faire la division euclidienne de 2 + 1
par x + 1.

—_—



Définition.
Soit f € F(D,R) et a € D. On dit que la fonction f est :
— ( continue a gauche ) en a si et seulement si f possede une limite a
gauche en a et lim f(z) = f(a).
r—a—

— (_continue & droite ) en a si et seulement si f posséde une limite a
droite en a et lim f(z) = f(a).
z—at

Remarque : Attention & ne pas confondre la notion de continuité & gauche ou a droite,
et la notion de limite a gauche ou a droite. Une fonction continue a droite en a admet
par définition une limite a droite en a. Par contre, une fonction qui admet une limite a
droite en a qui est différente de f(a) n’est pas continue & droite en a.

Exemple. La fonction partie entiere est continue a droite en tout point m € Z mais
n’est pas continue a gauche en ce point.

Propriété.

Soit f € F(D,R) et a € D. La fonction f est continue en a si, et seulement
si, f est continue a gauche et a droite en a.

Exemple. Pour tout z € R, on pose f(z) =|x|+ (m—JxL)2 Montrer que f est continue
en tout point m € Z.

)

Début

Précédent

Suivant

Table

Plein écran

Fermer

—_—



Définition 9.

Soit f € F(D,R). On dit que f est ( continue ) sur D si, et seulement si, f

est continue en tout point de D. On note C(D,R) (ou C°(D,R)) I'ensemble

des fonctions continues sur D.

La continuité sur D se traduit graphiquement par le fait que la courbe représentative
de f peut étre dessinée < sans lever le crayon > sur chaque intervalle de D.

Exemple.

—l Théoréme.

Toute fonction polynomiale est continue sur R.

Pour tout m € Z*, la fonction = — x™ est continue sur R*.

sin, cos et exp sont continues sur R.

In est continue sur RT*.

x — /7 est continue sur RT.

Pour tout o € R, la fonction z — x® = e est continue sur RT*.

Pour tout o € Rt*, la fonction f : x — 2% = e®"® peut étre prolongée par
continuité en 0 (en posant f(0) = 0). La fonction obtenue est alors continue sur
RT.

alnx

Soient f € F(D,R) et g € F(D,R) deux fonctions continues sur D, et
A peR.

llors Af + pg et fg sont continues sur D.

Si g ne s’annule pas sur D, alors f/g est continue sur D.

En particulier, (C(D,R),+,.) est un R—espace vectoriel.
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Propriété.

Soit f € F(Dy,R) et g € F(Dy,R) deux fonctions telles que f(Dy) C D,. Si
la fonction f est continue sur Dy et si la fonction g est continue sur f(Dy),
alors g o f est continue sur Dy.

Exemple.

a
'. Exercice 2 ',
Justifier que la fonction

f(@) =In(z — 2) + 2z.€"

est continue sur |2, +o00].

3. Théoreme des valeurs intermédiaires

Soit f une fonction réelle continue sur un intervalle I. On suppose qu’il existe
deux éléments a et b de I tels que f(a)f(b) < 0 (c’est-a-dire tels que f(a)
et f(b) sont de signes contraires). Il existe alors un élément ¢ de I compris
entre a et b vérifiant f(c) = 0.

Démonstration. Supposons a < b, f(a) < 0 et f(b) > 0 (les autres cas se traitent de
fagon similaire).

(Procédé de dichotomie ) la dichotomie est une méthode pour trouver explicitement un
tel nombre ¢ en divisant l'intervalle en deux un grand nombre de fois.

On part de lintervalle [a,b]. On divise cet intervalle en son milieu ce qui donne deux
nouveaux intervalles & savoir [a, (a + b)/2] et [(a + b)/2,b]. S’il existe un nombre ¢ tel
que f(c) = 0 dans l'intervalle [a, b] alors un tel nombre se trouve nécessairement dans
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au moins un de ces deux intervalles. Prenons celui ot il y a un point ¢. On recommence
Iopération de division avec ce nouvel intervalle, on obtient alors deux intervalles dont
I'un d’eux contient un nombre ¢ tel que f(c¢) = 0. Et on recommence ainsi de suite.
On obtient une suite d’intervalles emboités, de longueur tendant vers 0, qui contiennent
tous un point ¢ convenable.

(Etape 1 : Construction des intervalles.) Plutot que de manipuler des intervalles, nous

allons considérer les extrémités de ces intervalles : on définit trois suites (a,), (by,) et
(cn) d’éléments de [a,b] par

b
ap=a, by=0b, Coia; et pour tout n € N,
a _ An, si f(cn) 2 ) 2 0 c o Ap41 + anrl
T e, st flen) <0 bnt1 = bn si f(cn) <0 nhl 2 '

Par construction, pour tout n € N, on a a,, < ¢, < bn et plus précisément, le réel ¢, est
le milieu de [ay,, by].

Toujours par construction, pour tout n € N, on a f(a,) < 0et f(b,) = 0. Remarque : ces
deux résultats, bien qu’évidents, ne se montrent proprement qu’a l’aide d’une récurrence.

Etape 2. ) Montrons que les suites (ap)nen €t (bn)nen sont adjacentes :

 Montrons que (@ )nen est croissante. Soit n € N, Ona { 4ntl = 4n = & = n =77
Ap41 — Gp = Qp — Gy =0

donc dans tous les cas, a, < a,41 ce qui prouve la croissance de (ay)nen. De méme on

montre que (b, )nen est décroissante.

e Montrons que la suite (b, — an)nen converge vers 0. Soit n € N. Suivant le signe

de f(cn), la différence b,y1 — ans1 vaut ¢, — a, ou b, — ¢,. Dans les deux cas, on a
1
bnt1 — ant1 = =(by — ay). La suite (b, — ap)nen est done géométrique de raison 3 et

converge donc vers 0. Plus précisément, on a

b—a

vneN, b,—a,= o
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onn s

—_—

si f(en) <0
si f(en) 20



Ces trois points montrent que les deux suites (an)nen et (bn)nen sont adjacentes. Elles
convergent donc vers la méme limite notée c. Puisque les deux suites (an )nen €t (bp)nen
sont & valeurs dans [a,b], on a ¢ € [a, b].

Il reste & montrer que f(c) = 0. Comme f est continue, les suites (f(an))nen
et (f(bn))nen convergent vers f(c). Puisque pour tout n € N, f(b,) > 0, on a f(c) >0
(par passage & la limite) et puisque pour tout n € N, f(a,) <0, on a f(c) <O0.
Finalement on obtient f(c) = 0.

Définition 13.

Soit f une fonction définie sur D. Les ( points fixes ) de f sont les solutions

de I’équation f(z) = x sur D. Ce sont les points d’intersections de f avec la
premiere bissectrice.

Exemple. Soit f : [0,1] — [0, 1] une fonction continue. Montrer que f a au moins un
point fixe.

Théoreme 14. }
Soit f une fonction sur un intervalle I et a et b deux éléments
de I avec a < b.

Pour tout réel y compris entre f(a) et f(b), il existe un réel ¢ € [a, b] tel que

fle) =y.

Démonstration. Soit y un réel compris entre f(a) et f(b) et posons pour tout = € I,

g9(x) = f(x) —y.
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Les deux réels g(a) = f(a) —y et g(b) = f(b) — y sont de signes contraires car y est
entre f(a) et f(b). D’apres le lemme précédent, il existe ¢ € [a, b] tel que g(c) = 0, c’est
a dire f(c¢) —y =0, donc f(c) = v.

3
|| Exercice 3 I,

Soit f définie sur R par f(z) = “?g—fgl

1. f est-elle continue sur R?
2. Calculer f(0) et f(2). Que peut-on en déduire sur I’équation f(z) =17

ATTENTION ) Pour tout réel y compris entre f(a) et f(b), le théoréme des valeurs

intermédiaires assure 'existence d’un réel c tel que f(c) = y mais en aucun cas l'unicité
de c¢. Pour l'unicité, il faut une hypothese supplémentaire.

Corollaire 15. }
Soit f une fonction réelle continue sur un intervalle I et a et b deux éléments
de I avec a < b.

Si f est (strictement monotone ) sur [a,b], alors pour tout réel y compris

entre f(a) et f(b), il existe un réel ¢ € [a, b] tel que f(c) =y.

Propriété.

L’image d’un intervalle par une fonction continue a valeurs réelles est un
intervalle.

)

Début

Précédent

Suivant

Table

Plein écran

Fermer

—_—



Définition 17.
Soit I un intervalle de R.
— Une fonction réelle f définie sur I admet un ( maximum local ) en
a € I si et seulement si il existe un voisinage V' de a tel que Vz €

V, f(z) < f(a).

— Si l'inégalité est valable sur I, le réel f(a) est alors appelé le
maximum (global) ) de f sur I et noté mlax( f), ce nombre est le
plus grand élément de l'ensemble f(I).

— Une fonction réelle f définie sur I admet un ( minimum local ) en
a € I si et seulement si il existe un voisinage V' tel que Vz € V, f(x) >

f(a).

— Si linégalité est valable sur I, le réel f(a) est alors appelé le
minimum (global) ) de f sur I et noté mIin( f), ce nombre est le

plus petit élément de I’ensemble f(I).
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-[ Théoréme 18. }

(Image d’un segment par une fonction continue) Soit a et b deux nombres
réels tels que a < b et f : [a,b] — R une fonction a valeurs réelles.

Si f est continue sur le segment [a,b], alors il existe deux points c¢; et ¢y
appartenant a [a,b] tels que f(c1) = I[mg]l(f) et f(e) = I%;%))]((f) et 'image

) )

f([a,b]) du segment [a,b] par f est le segment [f(c1), f(c2)].
En particulier, f est alors bornée sur le segment [a, b].

4. Fonctions dérivables

Dans ce paragraphe, f désigne une fonction a valeurs réelles, définie sur un intervalle I

et a un élément de I.

—_—



Définition.
La fonction f est dite ( dérivable en a ) si, et seulement si, la fonction 7,
appelée tauz d’accroissement de f en a et définie sur I \ {a} par

Vo e I\ {a}, To(r) = ———2

admet une limite finie en a. Cette limite est appelé
d

nombre dérivé de f en a ), et notée f'(a), Df(a) ou d—f(a). Autre-
T

ment dit, si la limite existe, on a

r—a Tr —a

[E |

|
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{ Exercice 4 |

Soit la fonction f définie par f(z) = axz + . Montrer que f est dérivable en z = 1

Exemple. La fonction définie sur R par

qui n’a pas de limite en 0. Donc f n’est pas dérivable en 0.

—_—



Définition.
Si a n’est pas une extrémité de I, on dit que f est
— (_dérivable a droite ) en a si le taux d’accroissement 7, de f en a
possede une limite finie a droite en a. Cette limite s’appelle alors le
nombre (_dérivé & droite ) de f en a et se note f}(a). Autrement dit,
on a

r—at T —a

— ( dérivable a gauche ) en a si le taux d’accroissement 7, de f en a
possede une limite finie a gauche en a. Cette limite s’appelle alors le
nombre ( dérivé a gauche ) de f en a et se note f, (a). Autrement dit,

on a
) i 1@

r—a~ xr—a
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Propriété.

Lorsque a n’est pas une extrémité de I, la fonction f est dérivable en a si, et
seulement si elle est dérivable a droite et & gauche en a et que fj(a) = f;(a).

Exemple. Soit la fonction f(x) = |z|, on étudie sa dérivabilité en 0.
— En 0~ (a gauche), on a pour tout x €] —0,5;0] :

T0(z) = =0 _ == _ -1, f/(0)= lim m(z)=-1

x—0 x g o—0-
— En 0% (& droite), on a pour tout z €]0;0,5] :

|$| -0 i / .
= = — =1 = 1 m =1
x—0 xz a(0) o0+ 7o()

To(x)

—_—



La valeur absolue n’est pas dérivable en 0 puisque f}(0) # f;(0) = —1.
3

|| Exercice 5 ',

Montrer que la fonction f définie sur R par

f(z) = { exp(—1/z) siz >0

0 sixzx <0

est dérivable en 0.

Propriété.

Si f est dérivable en a alors elle est continue en a. (Idem & gauche, Idem a
droite)

ATTENTION ) Une fonction peut étre continue en a sans étre dérivable en a. Par

exemple la fonction valeur absolue est continue en 0 mais n’est pas dérivable en 0. Il
existe des fonctions qui sont continues en tout point de R et nulle part dérivable.

Le nombre dérivé f’(a) représente la pente de la ( tangente ) & la courbe au point
A(a, f(a)). On rappelle que I’équation de la tangente est

y = fla) + f'(a)(x - a).

Si f a une dérivée a droite en a, alors la courbe de f a une ( demi-tangente ) de pente
f}(a), & droite au point A(a, f(a)). Si f a une dérivée & gauche en q, alors la courbe de
[ a une demi-tangente de pente f;(a), & gauche au point A(a, f(a)).

Si ;13; To(x) = 00 , alors la fonction f n’est pas dérivable en a mais la courbe en possede

une ( tangente verticale ) en a. De méme, si lim 7,(z) = oo, alors la courbe en possede
r—a—

une demi-tangente verticale & gauche en a. Idem & droite avec x — a™.
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[E |

{ Exercice 6 |
Soit la fonction f définie par

f(x):{ l+e—e* si x>1

2 si <1

On admet que f est continue en 1. Calculer I’équation des demi-tangentes a la
courbe de f au point d’abscisses x = 1.

Définition.
Lorsque la fonction f est dérivable en tout point de I on dit que
f est (dérivable sur ) I et la fonction I — R est appelée
v o f(@)
P df
fonction dérivée ) de f, et se note f', Df ou 1

Propriété.
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Si f est une fonction dérivable sur I alors elle est continue sur I.

—_—



-[ Propriété 25. }

Soit f et g définies deux fonctions définies sur I. Si f et g sont dérivables
sur I, alors

1. f+ g est dérivable sur I et (f +g)' = f' +¢'.
2. fg est dérivable sur I et (fg) = f'g+ fg'.
3. si g ne s’annule pas sur I, alors f/g est dérivable sur I et
(j)/:.Fg-fﬁ
g 92
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-[ Propriété 26. }
Soit f définie sur I et g définie sur J avec f(I) C J. Si f et g sont respecti-
vement dérivables sur I et f(I), alors g o f est dérivable sur I et

(gof) =f.(g" o f)

-[ Théoreme 27. }
(Théoreme de prolongement C!) Soit f une fonction continue sur [a,b] (olt
a < b) et de classe C! sur ]a, b)].
— Si f/(z) admet une limite finie ¢ lorsque x tend vers a, alors f est
dérivable en a et I'on a f’(a) = £. Dans ce cas, f est de classe C! sur

[a, b].

— Si f/(z) tend vers +oo (resp. —oo) lorsque x tend vers a, alors
lim fz) — f(a) = +oo (resp. — o0) et f n’est pas dérivable en a.
r—a Tr—a

Le graphe de f admet en ce point une tangente verticale.

—_—



5. Dérivées successives

)
Début
Définition 28. Précédent
Si une fonction f : I — R est dérivable sur I, sa dérivée f’ peut elle-méme )
~ o o7 2.9 2 Suivant
étre dérivable sur I. On appelle alors ( dérivée seconde ) de f la dérivée de
f et on la note f”. On dit alors que f est deux fois dérivable sur I. Table
Plein écran
Soit n € N*. Si f est n fois dérivable sur I, on note f(™) sa ( dérivée n-ieme e
Par convention, f(®) désigne la fonction f.
—_—

Autrement dit, les dérivées successives de f sont définies par récurrence par

FfO=f e Vax1l, fO =)

n

La dérivée n-ieme de f est aussi notée D" f ou encore T
7

Définition 29.

On dit que f est ( de classe C™ ) sur [ si f est n fois dérivable sur I et si
(") est continue sur I. L’ensemble des fonctions de classe C" sur I est noté
C"(I,R).

On dit que f est ( de classe C*° ) sur I si f possede des dérivées de tous
ordres sur I. Une telle fonction est dite indéfiniment dérivable. L’ensemble
des fonctions de classe C*° sur I est noté C*°(I,R).

Remarque : Les fonctions de classe C! sur I sur sont dites continiiment dérivables sur
1.



Exemple.
— Les polynomes, les fonctions cos, sin, exp et In sont de classe C*> sur leur ensemble
de définition.
— Soit la fonction f définie sur R par Vo € R*, f(z) = 2?sin(2) et f(0) = 0.

On a déja vu que la fonction était continue sur R. Montrons que f est dérivable sur R,
mais n’est pas de classe C! sur R.

Propriété.

Soit f et g deux fonctions définies sur I de classe C™ sur I et A un réel. La
fonction Af + g est également de classe C™ sur I et 'on a

(Af +9)™ = AF™) 4 g™

En particulier, ’ensemble C™(I,R) est un sous-espace vectoriel de I'espace
vectoriel (F(I,R),+,-) des fonctions définies sur I.

Remarque : L’ensemble C*°(I,R) est un sous-espace vectoriel de espace vectoriel
(F(I,R),+,-) et donc toute combinaison linéaire de fonctions de classe C*> sur I est de
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classe C* sur I.

—l Théoréme.

(f.9)™ =

(Formule de Leibniz) Si f et g sont deux fonctions définies sur I de classe
C™ sur I, alors la fonction f.g est également de classe C™ sur I et

zn: ( ) F00) yn=k)

k=0

Remarque : Donc tout produit de fonctions de classe C*° sur I est de classe C*° sur I.

Propriété.
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Soit f et g deux fonctions respectivement définies sur deux intervalles I et J
et de classe C™ (resp. C*) sur ces intervalles, telles que f(I) C J. La fonction
go f est également de classe C™ (resp. C*°) sur I.

Propriété.

sur 1.

Soit f et g deux fonctions définies sur I, de classe C™ (resp. C*) sur I, g ne

s’annulant pas sur I. La fonction ! est également de classe C™ (resp. C*)
g

—_—



6. Propriétés des fonctions dérivables a valeurs réelles

Théoréme 34. }

Soit f une fonction réelle dérivable sur un intervalle I et a un point de I
qui n’en est pas une extrémité. Si f admet un extremum local en a, alors

f'(a) = 0.

Remarque :

1.
2.

Graphiquement, la tangente en un extremum est horizontale.

Ce théoreme ne concerne que les fonctions dérivables. Par exemple la fonction
x +— |z| posséde un minimum local en 0 et n’est pas dérivable en 0.

Ce théoreme ne s’applique pas aux extrema locaux qui sont une extrémité du

domaine de définition. Une extrémité peut étre un extremum local sans que la

dérivée ne s’y annule. Par exemple, la fonction f: [0,1] — [0,1] admet un
r =

maximum local en 1 et f/(1) =1 # 0.

Ce théoreme n’admet pas de réciproque : si une fonction admet une dérivée nulle
en un point a, elle n’admet pas nécessairement un extremum en ce point. Par
exemple, f : x — 3 est définie et dérivable sur R, sa dérivée s’annule en 0 et 0
n’est pas un extremum local.
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)

Théoreme 35. }

de Rolle Soit f une fonction réelle continue sur un segment [a; b] (ol a < b), Debut

et dérivable sur 'intervalle ouvert ]a; bl. Précédent

Si f(b) = f(a) alors il existe un nombre réel ¢ € |a; b tel que f'(c¢) =0 Sl

Table

Remarque : a ce point ¢, la tangente a la courbe est horizontale. Plein écran
Et la version plus compliquée.... Fermer

Théoreme 36. } -~

(égalité des accroissements finis) Soit f une fonction réelle continue sur un
segment [a;b] (ol a < b), et dérivable sur l'intervalle ouvert ]a; b|.

F(b) = f(a).

11 existe un nombre réel ¢ € Ja; b[ tel que f'(c) = .

Remarque : Graphiquement, ce théoreme signifie que tout arc de la courbe représentative
d’une fonction dérivable possede au moins une tangente parallele a la corde joignant les
extrémités de cet arc.

-[ Théoreme 37. }

(Inégalité des accroissements finis) Soit f une fonction continue sur le seg-
ment [a;b] (avec a < b), dérivable sur Uintervalle ouvert |a;b[. Si pour tout
t € la;b[, on a |f/(t)| <k, alors pour tout

Yo,y € [a;b],  |f(y) — f(2)] <kly — 2|




s
'. Exercice 7 ',

. . . )
Soit f(z) = 4/ pour x € [10000,10001], justifier que +/10001 =~ 100 avec une
erreur inférieure & 5 x 1072, c’est-a-dire Début
Précéd,
|v/10001 — 100] < 0,005 recedent
Suivant
Table
Propriété. Plein écran
Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Si f est dérivable sur I sauf Fermer
éventuellement en un nombre fini de points et si f/ est strictement positive . )

sur I sauf éventuellement en un nombre fini de points, alors f est strictement
croissante sur I.

Idem avec strictement négative et strictement décroissante.

Remarque : Il ne faut pas croire que la positivité stricte de f’ en un point donné suffit
a justifier la stricte monotonie de f au voisinage de ce point.
Par exemple, la fonction f: R — R est conti-

N { x + 222 sin(1/x) siz#0

0 pour x =0

nue et dérivable sur R.
On a f/(0) = 1 et pourtant f’ n’est de signe constant dans aucun intervalle autour de
0.
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)
Frorcice 1 |
{ Exercice 1 | Début
T — |z
(%) Soit f la fonction définie sur |0; +-o0o[ par f(z) = \/L ! Précédent
x
9 ’ Sui
1. Montrer que la fonction f est bornée. uivant
(on distinguera deux cas : x > let 0 <z < 1) Table
2. Calculer, si elle existe, la limite de f & droite en 0. Plein écran
3. Soit n € N*. Calculer, si elle existe, la limite de f a gauche en n, puis a Fermer
droite en n. Que peut-on en déduire sur la continuité de f en n?
e
|l Exercice 2 ',

(+%) Etudier la continuité des fonctions suivantes :

f+ R - R g: R - R
z = |z|—+vz-— |z x = |z|++/z— |z]
'. Exercice 3 ',

(xx) On considere la fonction

fol=-%350N0 - R
z = (14 sin(z))/ tan(@),

Montrer qu’on peut prolonger f par continuité en 0.




[E |

{ Exercice 4 |
(%) On considere la fonction f de R dans R définie par f(x) = zsinz. Soit

n € N. Démontrer ’existence d’un unique réel u,, appartenant a ’intervalle I,, =

12n7; 2nm + 7/2[ tel que f(uy) = 1.

[E |

{ Exercice 5 |
(%x%) Soit f une fonction continue sur [a; b], & valeurs réelles et p et ¢ deux nombres

réels positifs. Montrer que

de e fasb], pfla)+qfd)={@+qf(c).

)

Début

Précédent

Suivant

Table

Plein écran

Fermer

s
'. Exercice 6 ',
1

0) idere la foncti défini 0 e R
(%%) On considere la fonction f définie sur [0, +oo[ par f : x po

Montrer que f possede un unique point fixe s dans [%, 1].

3
|| Exercice 7 ',

(+%) Etudier la dérivabilité de la fonction f: R — R

z +— cos(y/]z]).

[E |

| Exercice 8 ;|
(x % %) Montrer que la fonction

fiR* = R
x —  exp(—=1/]z|)

se prolonge par continuité en 0, et qu’on obtient ainsi une fonction de classe C*
sur R.

—_—



s
'. Exercice 9 ',

(xx) Calculer les dérivées des fonctions suivantes sur leur domaine de dérivabilité
a priori.
1 1

. 2 . xT
fhrz—=Ve+V1+2?2 fo:x—x f3: xH\/P \/ﬁ

fa iz In|tan (g)‘ foix o In(@+V1+a2) fo:xe— (Cos(x))sin(w)

-
'. Exercice 10 ',

xy +y=uz(x+2)e”

(%%) On considere I’équation différentielle (E) :
* et RT*.

1. Trouver toutes les solutions de (F) sur R

2. Déterminer les solutions de (E) sur R.

)

Début
Précédent
Suivant
Table
Plein écran

Fermer

oarcion 11 |
{ Exercice 11 |

(xx) Calculer les dérivées n-iemes des fonctions

A=t E@- AlE) = =

fa(z) = sin(x) fs(z) = 2®sin(x) fo(z) = zk

—_—



s
[ Exercice 12 |

(Xereice 22
(x % *) Pour tout n € N, la fonction f,, : x — " e~ " est de classe C*° sur R. On
définit pour tout n € N, la fonction p,, sur R par :

ex
Ve eR, pp(z)= gf,(:’)

1. Déterminer I'expression de pg, p1 et ps.

2. Montrer que pour tout n € N, p,, est une fonction polynomiale de degré n et
(="

n!

de coeflicient dominant

3. Déterminer, pour tout n € N, une relation entre p,, et p,+1.

-
f Exercice 13 '

)

Début

Précédent

Suivant

Table

Plein écran

Fermer

==
(%xx) Soit P un polynome réel de degré n ayant n racines distinctes réelles. Montrer

que P’ a n — 1 racines réelles distinctes.

varcion 14 |
Exercice 14

xereice 72
(xx) En utilisant I'inégalité des accroissements finis, majorer I’erreur commise dans
les approximations suivantes :

1

m ~ 1; COS(l) ~

DN | =

—_—



earcion 15 |
Exercice 15

oXercice 29 j
(% * ) Soit f et g deux fonctions continues sur [a; b], dérivables sur |a;b].
Montrer qu'il existe ¢ € |a; b[ tel que Début
(f(b) = f(a))g'(c) = (g(b) — g(a)) f'(c) Frecedent
Suivant
en utilisant la fonction
Table
h: [a, b] - R Plein écran
z = (f(b) = f(a))(9(x) — g(a)) — (9(b) — g(a))(f(z) — f(a)). .
e
[ Exercice 16 |

oxercice 10 J —
(%) Soit la fonction f définie sur [%, 2] par f:x— 1+ %
On consideére la suite définie par : ug =2 et Vn € N, u,q1 = f(up).
1. Montrer que si z appartient & [2,2], alors f(z) appartient & [3,2].
2. En déduire que la suite (uy,)nen est bien définie et a tous ses termes dans
3,2]-
Démontrer que pour tout x € [3,2], on a : |f/(z)] < 3.

Déterminer 7 'unique point fixe de f dans [3,2].

Démontrer que pour tout n € N, on a |u,41 — 7| < %|un —7|.
En déduire : Vn € N, |u, — 7| < (%)n. Conclusion ?

Déterminer n de sorte que u, approche r a 10=3 pres.

e oo 88
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