27. Compléments d’intégration

)
Début
1. Intégrale d’une fonction continue sur un segment Précedent
Suivant
Dans tout le cours, on suppose toujours que a < b lorsqu’on parle du segment [a, b].
Comme dans le chapitre méthodes de calcul de primitives et d’intégrales, on admet que Vel
toute fonction continue sur un intervalle possede une primitive sur cet intervalle. Plein écran
Fermer
-—_

Définition.
Soit f une fonction continue sur un segment [a,b] (a < b). On appelle

intégrale de f sur le segment [a,b] ) le nombre réel noté f et défini
[a,b]
par f = F()— F(a) ou F désigne une primitive quelconque de f sur
[a,b]
[a, b].

f représente Daire algébrique de la région du plan délimitée par l'axe (Ox), la

[a,b]
courbe représentative de f et les droites d’équations x = a et x = b, en affectant d’un
signe + les parties situées au dessus de axe (Ox) et d’un signe — les parties situées en

dessous.



)
Début

-0 Précédent

Suivant

Table

b .
. . Plein écran
Lien avec la notation / flz)dx
a

Fermer

Propriété. -

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Pour tous réels a et b ap-
partenant a I, on a

f sia<b

b
[ tapas=4 Jes
a — f sia > b.
[b,a]

Remarque : Si a > b, / f(x)dz n’est pas l'intégrale de f sur un segment. Dans

toute la suite, on va 1mperat1vement supposer que a < b. Si a > b, il faudra utiliser

f/ f(x)dx ala place de / f(z)da.
b a



)

-[ Propriété 3. }
Début
Pour toutes fonctions f et g continues sur [a,c|, tout réel A, et pour tout
réelsa<b<cona Précédent
b b b Suivant
[ O0f+a)@dn=x [ f@do+ [ ga)da. rabl
a a a
. Plein écran
relation de Chasles :
Fermer
@ b c
[ t@pdo= [ f@ds+ [ fa)ds NS
a a b

-[ Propriété 4. }
(positivité de l'intégrale) Si f est une fonction continue et positive sur le

segment [a, b] avec a < b, alors son intégrale sur [a, b] est positive, autrement
dit,

b
f20:>/ f(z)dz >0

Démonstration. On note F une primitive de f sur [a,b]. On a

/ f@)dz = F(b) — Fla).

La fonction F' est continue et dérivable sur [a,b], donc d’apreés le théoreme des accrois-
sements finis, il existe ¢ €]a, b[ tel que

F(b) - F(a)

F'(c) = ;fm), donc f(c) = T



Donc

b
[ Ha)de = P®) - Fla) = 0~ a)7(0
Puisque f est positive sur [a,b] et puisque b —a > 0, on a (b — a)f(c) = 0 et ainsi

/b f(z)dz > 0.

-
|| Exercice 1 ',

Soit (un)nen la suite définie pour tout n € N par :

z
un:/ sin” (z)dz
0

Montrer que (u,)nen €st une suite positive, c’est-a-dire que pour tout n € N,
uy = 0.

-[ Corollaire 5. }
Si f et g sont deux fonctions continues sur [a, b] telles que f < g, alors on a

Pour toute fonction f continue sur [a,b], on a

/ ' fle)de| < / | @)l

)

Début

Précédent

Suivant

Table

Plein écran

Fermer

—_—



2. Intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un

)
segment
Début
Précédent
Définition. Suivant
On appelle ( subdivision ) de [a, b] toute famille finie (z;)o<icn Strictement Table
croissante d’éléments de [a, b] telle que _
Plein écran
a=x9<x1 < - <xp=>0. Fermer
—_—

Exemple. (1; 2;2:3,2; 4) est une subdivision de [1,4].

Remarque : Si (z;)o<i<n st une subdivision de [, b], alors on a [a, b] = U [xi—1,24].
1<i<n

Définition.

Soit f une fonction & valeurs réelles définie sur le segment [a,b]. On dit que
f est ( continue par morceaux ) si, et seulement si, il existe une subdivi-
sion (7)ie[o,n] de [a,b] telle que f soit continue sur chacun des intervalles
lzi—1, @[ (1 < i< n) et prolongeable par continuité sur chacun
des intervalles [€i—1,2;]. Une telle subdivision est dite ( adaptée
a la fonction f.



Remarque : Une fonction continue est un cas particulier de fonction continue par
morceaux.

Propriété.

Si f et g sont deux fonctions continues par morceaux sur [a,b] et A un réel,
alors Af + g et fg sont deux fonctions continues par morceaux sur [a, b].

Définition.
Soit f une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b] et (z;)o<i<n
une subdivision adaptée & f. Pour tout i € {1,2,...,n}, on note f; le pro-

longement par continuité de f sur le segment [x;_7,x;]. On définit alors
I'intégrale de f sur [a,b] ) par

/ f:/ f1+/ f2+"‘+/ fn-
[a,b] la,z1] [z1,22] [Tn—1,b]

)

Début

Précédent

Suivant

Table

Plein écran

Fermer

—_—



Exemple. Soit f la fonction définie sur [0;2] par

)
2 +1 sizel0,1] .
f(x) _ 1 . Début
E S1T € [17 2] Précédent
La fonction f est continue par morceaux sur [0;2] et 'on a Suivant
) 1 5 Table
dx
/ f(a:)d:z: = / (392 + 1)d:]9 + — Plein écran
0 0 1 T
.T3 1 2 2 Fermer
= [= ] }
[l + [ )] —
4
= - +1n(2)

3

Remarque : Les propriétés de linéarité, positivité et croissance de l'intégrale sont

b
conservées lorsque la fonction a intégrer est continue par morceaux. La notation / f(x)dx
a

est définie de la méme facon que précédemment pour une fonction continue par morceaux
et la relation de Chasles reste valable.

Attention : Certains résultats valables pour l'intégrale des fonctions continues ne sont
plus vérifiés des que la fonction & intégrer est seulement continue par morceaux !

Théoréme 10. }

Soit f une fonction (continue positive ) sur un segment [a, b].

L’intégrale de f sur [a,b] est nulle si, et seulement si, f est nulle sur [a, b].

Remarque : Par contre, une fonction positive et continue par morceaux sur [a, b] peut
étre d’intégrale nulle sans étre nulle sur tout le segment [a, b].



3. Inégalités classiques

On suppose que a et b sont deux réels tels que a < b. 1l faut bien noter que la plupart
des résultats de la suite du cours sont faux si ’on ne fait pas cette supposition.

Définition 11.
Soit f une fonction continue par morceaux sur un segment [a, b]. On appelle
valeur moyenne ) de f le nombre réel

1 b
p=5= | fea

Remarque : La valeur moyenne p de f est égale a la valeur de la fonction constante
sur [a,b] qui a la méme intégrale que f sur [a,b]. Autrement dit, c’est la longueur du
coté du rectangle dont Pautre coté est [a, b] et qui a méme aire que Paire délimitée par
la courbe représentative de f, 'axe (Ozx) et les droites d’équations = a et © = b.

)

Début

Précédent

Suivant

Table

Plein écran

Fermer

—_—



-[ Propriété 12. }

o o . . )
Soit f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a, b] et M un majorant
de |f| sur [a,b]. On a Début
b b Précédent
[ t@arte| <1 . [ lgta)jaz Z—-
a a
Table
et en particulier, en choisissant pour g la fonction constante égale a 1, on
g Plein écran
obtient
; Fermer
/ f(z)dz| < M - (b—a). (Inégalité de la moyenne) —
a

o
'. Exercice 2 ',
Soit f une fonction continue par morceaux sur [0,1]. Il existe M une constante

telle que
Va € [0,1], |f(2)| < M

Soit g définie par

o(z) = / " f(t)dt

Jusitfier que Yz € [0,1], |g(z)| < M



-[ Théoreme 13. }
(inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit f et g deux fonctions continues par mor-
ceaux sur le segment [a,d]. On a

(/ab f(x)g(m)dx>2 < (/ab f2(x)dx) </ab92(:n)dm).

Démonstration. Soit f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a,b]. Pour
tout A € R, on pose

b b b b
P()\):/ (f(x)+)\g(x))2dx:>\2/ gz(x)derQ)\/ f(:c)g(:v)dx+/ F2(2)dz

P est une fonction polynomiale en A de degré inférieur ou égal a 2 et telle que VA €
R, P()\) = 0 (car on integre (f + g)? > 0).

b
1. Si / g*(z)dx = 0, alors P est une fonction affine qui est toujours positive. Donc
a

b
P est une fonction constante et I'on a / f(x)g(xz)dx = 0. On obtient donc

/f dx —()— /f2 )dx </b 2(ac)dx).

b
2. Si / g*(z)dx # 0, alors P est un trindme du second degré qui reste positif sur R
a

donc son discriminant

A:4<(/abf(:z:)g(a:)da:)2 _ (/abfZ(x)d:c>(/ab92(m)dz))

est négatif ou nul. L’inégalité de Cauchy-Schwarz en découle immédiatement.

)

Début

Précédent

Suivant

Table

Plein écran

Fermer

—_—



4. Sommes de Riemann

)
Définition. .
. . . . . o, . . DEbut
Soit f une fonction continue sur [a,b] et n un entier strictement positif. Si
lon partage le segment [a,b] en n intervalles de méme longueur b*Ta, on Précédent
appelle ( somme de Riemann ) correspondant a cette subdivision la somme Suivant
b n b Table
—a —a
Sn = n Z f (a +k n ) ! Plein écran
k=1
Fermer
—_—

. —1
Remarque : On peut trouver des variantes avec Y ;_, ou >/ _ .

Propriété 15. }

Si on prend a = 0 et b = 1, la somme de Riemann d’une fonction f s’écrit

simplement
1 %
Sp = — —
2 (5)

Le tout étant de bien choisir f(x).

-[ Théoreme 16. }

La suite (S, )nen des sommes de Riemann d’une fonction f continue sur [a, b]
converge vers U'intégrale de f sur [a,b], autrement dit

b
lim Sn:/ f(z)dz.

n—-+oo

Grace aux sommes de Riemann, il est possible de calculer des valeurs approchées
d’intégrales mais cette méthode n’est pas trés performante (en terme de rapidité de



convergence). Cependant, les sommes de Riemann sont utiles pour trouver la limite de
certaines suites.

2n ]
Application. Calculer la limite de la suite (uy,)nen+ définie par Vn € N*, u, = > —.
p=n-+1 p

5. Intégrales impropres

Dans quelle situation ?

— La fonction f peut poser probléme en de l'intervalle d’intégration.

On considere a et b deux réels avec a < b et f une fonction continue sur [a, b]
(resp. sur Ja, b]). Si f possede une limite finie en b (resp. en a), on peut prolonger
f par continuité sur [a,b]. En notant f le prolongement par continuité de f sur

[a, b], on a alors
b b
/ f(x)dx :/ f(x)da.
Exemple.

Mais il peut arriver que }iHIl) f(t) ou tlim f(t) n’existe pas ou est infinie!
— —a

ipo ol .
Exemples. Peut-on définir fo % alors que la fonction inverse tend vers +oco en

0" ? Peut-on définir fOW/Q cos(1/t)dt alors que la fonction to — cos(1/t) n’a pas
de limite en 07

— L’intervalle d’intégration n’est . On considere une fonction f définie

et continue sur un intervalle [a, +00[ ou | — 00, b].

Exemple. Peut-on définir f1+oo 4t ? Peut-on définir f0+°o tdt?

)

Début

Précédent

Suivant

Table

Plein écran

Fermer

—_—



Définition 17.
Soit f une application continue sur [a,b] (ot b > a, éventuellement b =

b
+00). On dit que 'intégrale / f(t)dt est ( convergente ) si et seulement si
a

x
/ f(t)dt admet une limite finie lorsque x tend vers b. Dans ce cas, on a
a

/abf(t)dt = lim /z F(t)dt.

x
Si la limite de / f(t)dt lorsque x tend vers b n’est pas finie ou n’existe pas,
a

b
on dit que I'intégrale / f(t)dt ( diverge ).

)

Début

Précédent

Suivant

Table

Plein écran

Fermer

—_—



Définition 18.
Soit f une application continue sur Ja,b] (ot a < b, éventuellement a =

b
—00). On dit que l'intégrale / f(t)dt est ( convergente ) si et seulement si
a

b
/ f(t)dt admet une limite finie lorsque x tend vers a. Dans ce cas, on a
xr

b b
/ f®)dt = lim [ f(t)de.

r—ra T

b
Si la limite de / f(t)dt lorsque x tend vers a n’est pas finie ou n’existe pas,
T

b
on dit que I'intégrale / f(@)dt ( diverge

)

Début

Précédent

Suivant

Table

Plein écran

Fermer

—_—



Définition 19.
Soit f une application continue sur Ja,b[ (ot a < b, éventuellement a =

b
—o0 et/ou b = +00). Soit ¢ €]a,b[. On dit que l'intégrale / f(t)dt est

c b
convergente ) si et seulement si les intégrales / ft)dt et / f(t)dt sont
a C

convergentes. Dans ce cas, on a

/a " ft)dt = / " rtat + / " Ftyde.

b
Dans le cas contraire, on dit que 'intégrale / f()det ( diverge ).
a

-[ Propriété 20. }

)

Début

Précédent

Suivant

Table

Plein écran

Fermer

(intégrales de Riemann) Soit o un réel.

1
— L’intégrale / t—adt est convergente si et seulement si o < 1.
0

+oo
— L’intégrale / t—adt est convergente si et seulement si o > 1.

-[ Propriété 21. }
Plus généralement, soient a et o des réels.

— L’intégrale / _dt
a (t - a)a

converge si et seulement si a < 1.

—+oo
— L’intégrale / W converge si et seulement si o > 1.
—a

—_—



Démonstration.

Application.
— Pour f(t) = % (a =
— Pour f(t) =%
— Pour f(t) =t
— Pour f(t) = % (a

Autres exemples :

1
— L’intégrale /ln

+oo
— L’intégrale/

— L’intégrale

[}

,_.

tout réel o > 0.

0
— L’intégrale /
—o0
tout réel a > 0.

a=2): fol &dt diverge et [° %

01 %dt et floo %dt divergent toute les deux.

dt converge.

(a=-1): fol tdt converge et [, tdt diverge.

=1/2): [ %dt converge et [ %dt diverge.

t)dt est convergente.
t)dt est divergente.

e dt est convergente pour tout réel o < 0 et divergente pour

e dt est divergente pour tout réel << 0 et convergente pour

-[ Théoréme 22. }

un réel.

Si les intégrales

Soit f et g deux fonctions continues sur [a,b[ (resp. ]a,b], resp. |a,b]) et A

a
Ag)(t)dt est convergente.

b b b
f(t)dt et / g(t)dt convergent, alors I'intégrale / (f+
a a

Dans ce paragraphe, on

considere a et b réels ou oo.

)

Début

Précédent

Suivant

Table

Plein écran

Fermer
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—[ Théoréme 23. }
Soit f et g deux fonctions continues et sur [a,b[ (resp. ]a,b],
resp. |a, b[). On suppose que pour tout ¢ € [a, b (resp. ]a, b], resp. ]a,d[), on
a f(t) < g(t), alors :

b b
1. Si Pintégrale / g(t)dt est convergente, alors lintégrale / f(®)de
converge aussi. ¢ ¢

b b
2. Si l'intégrale / f(t)dt est divergente, alors / g(t)dt diverge aussi.

Remarque : Sil'intervalle d’intégration est [a, b[ et que 'éventuel < probléme > se situe
en b, les résultats du théoreme précédent restent valables si pour un certain ¢ € [a, b],
on a Vvt € [c,b], f(t) < g(t), c’est-a-dire si cette majoration est valable au voisinage de
b. (La comparaison f(t) < g(t) sur tout U'intervalle d’intégration [a, b[ n’est pas toujours
possible.)

Exemples.

+oo
— étudier la convergence de 'intégrale / et dt.
0

+oo
— étudier la convergence de l'intégrale / (f + e*t) dt.
2

)

Début

Précédent

Suivant

Table

Plein écran

Fermer

—_—



—[ Théoreme 24. }

)
Soit f et g deux fonctions continues et sur [a,b] (resp. |a,b])

b b Début
telles que f ~g (resp. f ~ g). Alors les intégrales /a f(®)dt et /a g(t)dt Précédent
sont de méme nature, c’est-a-dire : i

b b Suivant
— lintégrale / f(t)dt converge si et seulement si I'intégrale / g(t)dt -
converge. “ _
b b Plein écran
— Dintégrale / f(¢)dt diverge si et seulement si I'intégrale / g(t)dt Fermer
a a
diverge. -

/4 dt
Exemples. étudier la convergence de l'intégrale / _—
0 tan(t)
2
'. Exercice 3 ',

+oo

1
étudier la convergence de I'intégrale / sin (;)dt.
1/m

—[ Théoréme 25. }

Soit f et g deux fonctions continues et sur [a,b] (resp. |a,b])
telles que f = %)(g) (resp. f = o(g)).

b b
@ I'intégrale / g(t)dt converge, alors l'intégrale / f(t)dt converge

+oo
Exemple. Etudier la convergence de I'intégrale / z?e 2 dx.
1



)

Définition 26. Début
ebu
Soit f une fonction continue sur [a,b[ (resp. ]a,b], resp. ]a,b[). On dit
b Précédent
que l'intégrale / f(t)dt est ( absolument convergente ) si et seulement si
@ Suivant
b
lintégrale / | f(t)|dt est convergente. Table
@ Plein écran
Dans ce cas, on dit que f est ( intégrable ) sur [a, b (resp. |a, b], resp. |a, b|). Fermer
—_—

Remarque :
1. Les fonctions positives dont I'intégrale sur I converge sont donc intégrables.

2. Pour les fonctions qui changent de signe, il faut rajouter la valeur absolue et ca
peut tout changer !

-[ Théoreme 27. }
Soit f une fonction continue sur [a, b[ (resp. ]a,b], resp. Ja, b[). Si 'intégrale

b
/ f(t)dt est absolument convergente, alors cette intégrale est convergente.
a

b b
Autrement dit : si / |f(t)|dt converge, alors / f(¢)dt converge.
a a

b

Utilité ) On prouve la convergence de l'intégrale / |f(t)|dt & Vaide des théorémes
a

utilisant la comparaison des fonctions (puisque |f] = 0). On en déduit la



b
convergence de l'intégrale / ft)de.
a

o L o0 In(t)
Exemple. étudier la convergence de l'intégrale T2 dt.
0

Exemple. On considere la fonction f définie par f(z) = % pour z # 0 et f(0) = 1.
On veut étudier la convergence absolue de f0+°° Si%da:. On doit couper l'intégrale en
deux, par exemple en 5

1. La fonction f est continue et positive sur [0, 5] donc fow/ °f (z)dx est absolument

convergente. f est intégrable sur [0, g]

2. On admet que f:/;o S“;I | dx diverge, donc 'intégrale n’est pas absolument conver-

gente. Donc f n’est pas intégrable sur [g, —i—oo[.

3. Au final, f n’est pas intégrable sur [0, +oo[ et f0+°° Si%dx n’est pas absolument
convergente.

. , 400 &j
Par contre, I'intégrale fo ST dr converge et vaut =
T 2

)
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Plein écran
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—_—



Propriété.

Soit I un intervalle de R. L’intervalle I est de la forme Ja,b[, [a,b[, ]a,b] ou
[a, b], les extrémités ouvertes de U'intervalle pouvant étre +0o0 ou —oo.

1. (Linéarité ) Soit f et g deux fonctions continues par morceaux sur I

et A un nombre réel. Si f et g sont intégrables sur I, alors f + Ag est
intégrable sur I et 'on a

Jussa=[1ex ]

2. (Relation de Chasles ) Soit f une fonction continue par morceaux et
intégrable sur deux intervalles I et J. Si I U J est un intervalle et si
INJ est vide ou réduit a un point, alors f est intégrable sur I U J et :

Jot=hee )

3. Soit f une fonction intégrable sur I. On a

’/If‘é/lfl-

)

Début
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—| Théoréme.

(Changement de variable) Soit f une fonction intégrable sur un intervalle
J et ¢ : I — J une bijection d'un intervalle I sur J, de classe C! sur I.
En notant a,b les extrémités de I et a; et by les limites de ¢ en a et b
respectivement, on a :

by b
F(tydt = / F(p(u)) @ (u)du.

a

Remarque :
1. En bref, on peut faire des changements de variables méme dans le cas d’intégrales
impropres.
2. Pour l'intégration par parties, il faut s’assurer que tous les termes de la formules
existent pour pouvoir 'utiliser.

Remarque : Dans les exercices, il va falloir étre soigneux sur la rédaction pour bien
différencier ce qui concerne la fonction f et ce qui concerne l'intégrale de la fonction f.
En particulier : une fonction convergente ne donne pas toujours une intégrale
convergente. Une fonction divergente ne donne pas toujours une intégrale
divergente.

)
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6. TD 27 Compléments sur l’'intégration
(E |

{ Exercice 1 |
(+*) Soit f la fonction définie pour tout = € R par f(z) = [ ¢!’ dt. Montrer
que f est de classe C! sur R et calculer sa dérivée.

-
f Exercice 2 '

)
(xx) Soit f la fonction définie par

sin(z)/2 et

Vr e R, f(x :/ —dt
( ) cos(z)/2 \/]-_t2

Montrer que f est de classe C' sur R et calculer sa dérivée.

Fearmiera 2
Exercice 3

)

Début

Précédent

Suivant

Table

Plein écran

Fermer

oxerelce 9
(x) Calculer la valeur moyenne sur [1,3] de la fonction définie par f(z) = 2% —
2z 4+ 2,Vx € R.

{ Exercice 4 |
(% * ) Soit f une fonction continue sur [a, b]. Montrer que

[ s = [ 11

si, et seulement si, f est de signe constant sur [a,b]. (On pourra considérer le cas

ou f: f(z)dz est positif puis celui ou il est négatif).

—_—



Mearriera =
Exercice 5

(TXercice v |
(%) Soit (un)nen la suite définie par :

™
4

Vn € N, Uy = / sin”(x)dz
0

1. Montrer que (up)nen €st une suite décroissante et positive. Que peut-on en
déduire ?

2. Montrer que pour tout n € N, u,, < ¢" ou ¢ € [0;1] est une constante a
déterminer. En déduire la limite de la suite (u,)nen-

-
f Exercice 6 '

)

Début
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Plein écran

Fermer

==
(%% *) Soit f et g deux fonctions continues par morceaux sur [0, 1] telles que

vee0l], fla)= /O””g@)dt 5 ) — /wa(t)dt-

1. Justifier I'existence d’un nombre réel M qui majore |f|.

2. Montrer que pour tout z € [0,1], |g(z)| < Mz, puis |f(z)| <.

M
3. Montrer que pour tout n € N, on a Vz € [0,1], |f(z)]| < o
4. Qu’en déduit-on sur f et g?

2
'. Exercice 7 ',
2 cos(t) )
(%) Calculer la limite lim+ Tdt (on pourra encadrer la fonction ¢ +—
z—0 T
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| Exercice 8 |
(xx) Calculer les limites des suites suivantes :
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U= ——=> Vk  uy,

1
n+k

NE

1

(V2 + ¥4+

SI»—‘ i

ey
E

| Exercice 9 |
(xx) Soit f une fonction dérivable strictement croissante bijective de R dans R

telle que f(0) = 0. On définit la fonction G sur R par :

z f(z)
Vz R, m@ZAfw&+A FU)dt — zf (@),

Justifier que G est dérivable et calculer sa dérivée. En déduire une égalité. In-
terpréter géométriquement ce résultat.

(Exercice 10 |
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{ Exercice 10
(%) L’intégrale f02 ﬁ + 122 4z est-elle convergente ?

(Exercice 11 |

{ Exercice 11

(%) L’intégrale f1+ dx est-elle convergente ?

4x2+x 1

2
'| Exercice 12 ',
(xx) Calculer la limite pour k entier tendant vers +oo des deux intégrales

2km T2k o . +o0o
Jo coszdr et [? cos xdz. Que peut-on en déduire sur [, coszdx ?
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{ Exercice 13 |
(%%) Déterminer la nature des intégrales impropres suivantes :

1 +oo g
/ In(1 +¢) & / sin(x) de
0 t o  cos(x)+e* —2
+oo 1 1 -
/ cos(mt) % / In(z) da / sin(z) da
. 1+¢2 o 1+ g @z
+o0 d +0oo o
/ @ / sin(x) d
oo €T txleT @ 7
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{ Exercice 14 |
(xx) Montrer que les intégrales impropres suivantes sont convergentes et calculer

leur valeur : oo o

1

n(z) dz, axe **dz (a>0)
1 z? 0

oo 1
/0 xQL—f)l dz (en posant t = 5)
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{ Exercice 15 }

. 14z

(%%) L’intégrale /_ 122 dz est-elle convergente ?
N

5 dz. Commentez.

Calculer lim
totoo J_, 1+

[E |

{ Exercice 16 |
(x x %) Soit f une fonction continue sur [0,1] telle que f(0) = 0 et f/(0) existe.
1
ft)

Montrer que Y] dt est convergente.
0
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