26. Espaces vectoriels

Dans tout le chapitre, les nombres (scalaires) considérés seront des réels principale-
ment. Mais il est aussi possible de travailler avec des complexes.

On a vu précédemment qu’on pouvait additionner des objets qui ne sont pas des
nombres : des vecteurs et des matrices. On peut aussi additionner des fonctions,
des polynomes..... Plutoét que d’étudier les propriétés de I'addition pour chaque type
d’objet qu’on veut additionner, on va chercher un vocabulaire et des propriétés qui
marcheront dans tous les cas. On va donc étudier un cadre completement théorique,
qui pourra s’adapter ensuite a toutes les situations pratiques.

1 Structure d’espace vectoriel

1.1 Définition
Définition.
On appelle ( espace vectoriel sur R ) ou R-espace vectoriel un ensemble E

non vide muni de deux lois (des opérations) :
— une loi de composition interne, appelée ( addition ) de ’espace vec-
toriel E: +: ExXE — FE
(u,v) — u+w
— une loi de composition externe appelée ( produit par un scalaire
RxE — FE
ANv) = Ao
possédant les propriétés (EV'1) & (EV8) décrites plus loin.

et notée

Les éléments de E sont appelés les { vecteurs ) et ceux de R les (_scalaires
On pourra noter Av = \-v mais 'ordre doit étre impérativement respecté.

Les propriétés (EV1) & (EV8) sont les suivantes :
(EV1) la loi + est associative :

Vu,v,w € E, (u+v)+w=u+ (v+w).
(EV2) la loi 4+ posseéde un élément neutre noté O (ou 0) :
g e E, Ywe E, v+0g=0g+v=0.
(EV3) tout élément de E est symétrisable :
VueE, W eE, u+u =0g.

Le symétrique de u sera noté —u et appelé I'opposé de u.

(EV4) la loi + est commutative :
Vu,v € E, u+v=v-+u.

c’est-a-dire : (E,+) est un groupe commutatif.
(EV5) distributivité par rapport & la somme des scalaires :

VAipueRYveE, (A+p)-v=Xv+pu-v.
(EV6) distributivité par rapport a la somme des vecteurs :
VAeRVu,v e E, - (u+v)=XA-u+ A 0.
(EVT7) associativité mixte :
VA peRVu,v e E, (Au)-v=>A-(-v).
(EV8) Délément unité 1 de R est élément neutre pour le produit par un scalaire :

YveFE, 1-v=nu.
E

xercice 1
On consideére F =)0, 400 que 'on munit d’une loi d’addition @ définie par

Va,b e F, a®b=ab

La loi @ vérifie-t-elle (EV'1) et (EV2)?

1.2 Exemples fondamentaux

Ces exemples d’espaces vectoriels sont a connaitre, on les utilisera souvent.
1. Les ensembles R™ déja étudié précédemment sont des R—espaces vectoriels. En
particulier, 'ensemble des vecteurs du plan et I’ensemble des vecteurs de I’espace
forment deux espaces vectoriels sur R.

2. Soit F(D) I’ensemble des fonctions définies sur un sous ensemble D de R, & valeurs
dans R. Pour tous f,g € F et A € R, on note respectivement (f + g) et (Af)
les fonctions définies Vo € D par (f + g)(z) = f(z) + g(z), et (A\f)(z) = Af(z).
(F(D),+,-) est un R—espace vectoriel.

3. C muni de 'addition des complexes et de la multiplication par un nombre réel
est un R-espace vectoriel.

4. L’ensemble (R[X],+,:) des polyndmes & coefficients dans R muni de l'addition
classique des polynomes et de la multiplication d’un polynéme par un scalaire,
est un R—espace vectoriel.

1.3 Premieéres propriétés

A partir des 8 propriétés de bases, on peut en déduire des propriétés de calculs
supplémentaires :



Propriété.
Soit (E,+,-) un R-espace vectoriel. On a
1. Yu € E, Og - u = 0p (multiplication par le nombre 0)
2. Va € R, a-0g = 0g (multiplication par le vecteur nul)

3. VaeR, Vue E, a-u=0g = a=0g ouu=0g (régle du produit
nul)

4. Yu e E, (—1)-u= —u (opposé d’'un vecteur)
5. Vo, BER, Yu € E, (a—p)-u=a-u—F-u
6. Vo eR, Yu,v€e€E, a-(u—v)=a-u—a-v

Définition 3.
Soit (E,+,-) un R-espace vectoriel, et (uq,...
vecteurs de F.
On  appelle
famille  (uq,..

,up) une famille finie de

vecteurs de la
peut s’écrire

combinaison linéaire des
S, Up)  tout  vecteur w  qui

U= Auy+ -+ Aun ou AM,..., A\ ER

Exemples.

1. Dans le R-espace vectoriel C, on considere la famille (62”/3, e 2m/3, 1). Les com-

binaisons linéaires de cette famille sont ae?”™/3 + be=21"/3 4 ¢ avec a, b, ¢ réels.

. Dans le R-espace vectoriel R[X], on peut considérer la famille (X + 1, X2, X3).
Les combinaisons linéaires de cette famille sont les polynémes s’écrivant a(X +
1)+ bX?2 +cX? avec a, b, ¢ réels. Le polynomes 2X3 + 3X + 3 est bien sous cette
forme. Par contre X — 4 n’est pas combinaison linéaire de cette famille.

. Dans ’ensemble B des vecteurs du plan, on pose ¥ = (1,1) et v = (0,1).
Les combinaisons linéaires de ces vecteurs sont les vecteurs at + b de coor-
données(b, a + b) avec a, b réels.

2 Sous-espaces vectoriels

Dans cette partie, (E, +,.) représente un R-espace vectoriel.

2.1 Définition et caractérisation

Définition 4.

Une partie F' de E est un ( sous-espace vectoriel ) de E si et seulement si

elle vérifie :
1. Og € F.

2. VAER, Yu,v € F, Au+ v € F. (stabilité par addition et multiplica-
tion par une constante)

Dans ce cas, (F,+,-) est aussi un espace vectoriel.

Remarque :

1.

Pour montrer qu’un ensemble est muni d’une structure d’espace vectoriel, on
montre presque toujours en utilisant ce théoréme que c’est un sous-espace vec-
toriel d'un plus < gros > espace vectoriel connu. C’est la fagon la plus rapide de
montrer qu’on est en présence d’un espace vectoriel sans revenir aux 8 points de
la définition.

Tout sous-espace vectoriel de E contient 0. Une fagon de prouver qu’une partie
F de E n’est pas un s.e.v. de F est donc de montrer que Og & F.

Un sous-espace vectoriel F' est stable par addition et multiplication par une
constante. C’est a dire que quand on effectue des calculs avec les vecteurs de
F', on ne sort jamais de F. En particulier, toute combinaison linéaire de vecteurs
de F' donne un vecteur de F'.

Exemples.

1.

E et {Og} sont des s.e.v. de l'espace vectoriel E appelés sous-espaces vectoriels
triviaux de E.

R et iR = {iy, y € R} sont des sous-espaces vectoriels du R—espace vectoriel C.

Une droite vectorielle B du plan vectoriel B est un sous-espace vectoriel de
I’ensemble des vecteurs du plan.

L’ensemble CY([0;1],R) des fonctions continues sur [0, 1] est un sous-espace vec-
toriel de F([0;1],R).

5. Soit n € N. L’ensemble (R,,[X],+,) est un R—espace-vectoriel.

6. Les sous-espace vectoriels des cours précédents sur R™ sont des sous-espaces vec-

toriels (au sens général). Par exemple, F = {(x1,...,2,) € R", 1+ -+, =0}

est un sous-espace vectoriel de (R™, 4+, ).

Par contre F' = {(x1,...,2,) € R", 21 +--- 4+, = 1} n’est pas un sous-espace
vectoriel de (R™, 4, -) car I’élément neutre (0,0, ..., 0) ne vérifie pas 04---+0 = 1,
donc n’est pas dans F.



2.2 Sous-espace vectoriel engendré par des vecteurs

Définition 5.

Soit wuq,us,...,u, des vecteurs de FE. L’ensemble des combinaisons

linéaires de ces vecteurs est un sous-espace vectoriel de E qu’on appelle le
sous-espace vectoriel engendré par ) les vecteurs u; ..., u, et qu’on note

Vect J({u1,...,un}) :ona

Vect({u1,...,up}) = {u =AU + -+ Aup, avec Ay, ..., A\, € R}.

Exemples.

1. Si a est un élément non nul de E alors Vect({a}) = {Aa, A € R} est également
noté Ra et on l'appelle droite vectorielle engendrée par a.

2. Sia et b sont deux éléments non nuls et non colinéaires de E alors Vect({a, b}) =
{Xa + ub, (A, 1) € R?} est appelé le plan vectoriel engendré par a et b.

3. Dans le R-espace vectoriel (C,+, ),
Vect({1}) =R, Vect({i}) =iR, Vect({l,—1})=R, Vect({l,i})=C.

4. Les Vect vu dans R™ sont des exemples de Vect au sens général.

5. L’ensemble des solutions de ’équation différentielle homogene 3y’ + y = 0 s’écrit
comme un Vect, donc c’est un sous-espace vectoriel de F(R,R).

(E |

{ Exercice 2 }
Dans E = R3[X], on considere P = 3X? et Q = 4X3. Donner la forme générale d’'un

polynome appartenant a Vect(P, Q).

2.3 Intersection de sous-espaces vectoriels

Propriété 6. }
Si F' et G sont deux s.e.v. de E, alors leur intersection FNG = {v €
E|v € F et v € G} est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque Attention, la réunion de deux sous-espaces vectoriels n’est pas
nécessairement un sous-espace vectoriel. Par exemple, RU¢R n’est pas un sous-espace
vectoriel de C. En effet RUIR n’est pas stable pas addition, par exemple (1+i) ¢ RUiIR
alors que 1 et ¢ appartiennent a R U iR.

2.4 Somme de deux sous-espaces vectoriels

Définition 7.

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. L’ensemble F + G = {u +

v, uw € F, v € G} est un sous-espace vectoriel de E qu’on appelle la
somme des sous-espaces vectoriels ) F' et G.

Autrement dit, F' + G est l'ensemble des vecteurs qui peuvent se
décomposer en la somme d’un élément de F' et d’un élément de G.

Définition 8.

On dit que deux sous-espaces vectoriels F et G de FE sont
supplémentaires ) si tout vecteur de E peut se décomposer de facon

unique comme somme d’un vecteur de F' et d’un vecteur de G.

Théoreme 9. }

Les sous-espaces vectoriels F' et G sont supplémentaires si, et seulement
si,

F+G=E e FNG={0g}

Dans ce cas, on note £ = F & G.

Exemple. Soit £ = F(R,R) et P l'ensemble des fonctions réelles paires et Z l'en-
semble des fonctions réelles impaires.
Montrons que P et Z sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de F.

3 Applications linéaires

3.1 Définition

Définition 10.
Soit E et F' deux R—espaces vectoriels. Une application f : E — F est
une ( application linéaire ) (ou morphisme d’espaces vectoriels) si, et seule-

ment si,
VAXER, Vo,ye E, fAz+y)=Af(z)+ f(y).

L’ensemble des applications linéaires de E dans F est noté L(E, F).

Remarque : Si f est une application linéaire de ¥ dans F', on a en particulier

fOp)=0r et VzekE, f(-z)=—f(z)



[E '

{ Exercice 3 |
Montrer que I'application f suivante est linéaire :

f: Rl[X] — Rl[X]
P — PX+1)

Définition 11.

— On appelle ( endomorphisme ) de E une application linéaire de F
dans E. L’ensemble des endomorphismes de E est noté L(E).

— On appelle ( forme linéaire ) de E une application linéaire de F
dans R.

Exemples.

1. Les applications linéaires de R™ — R™ sont des applications linéaires au sens de
ce cours.

2. La dérivation D : CY(R) — C°(R). est une application linéaire de C'(R)
o=y

dans C°(R) :

3. Pour tous (a,b) € R?, 'application
f: R — R
(r,y) — ax+by

est une forme linéaire.

4. Si F est un R—espace vectoriel. L’application Idg : E — FE est une appli-

T =
cation linéaire. C’est I'application identité de F.

Théoréeme 12. }

L’ensemble L(E,F) est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel
F(E, F). En particulier, toute combinaison linéaire d’applications linéaires
est une application linéaire.

3.2 Noyau et image d’une application linéaire

Définition 13.

Soit f une application linéaire de E dans F'.

On appelle (noyau ) de f I’ensemble des antécédents de Op dans E. On
le note

Ker(f)={x € E, f(x) =0r}.

On appelle ( image ) de f l’ensemble des éléments de F' qui ont un
antécédent par f. On le note

Im(f) ={y € F, 3z € E, f(z) =y} = [(E).

Remarque : La rédaction pour trouver un noyau ou une image n’a pas changé :

— Noyau : Soit  un élément quelconque de E. On a : & € Ker(f) si, et seulement
si, f(z) = Op. Et on résout.

— Image : Soit y un élément quelconque de F. On a y € Im(f) si, et seulement
si, il existe © € E tel que f(x) = y. Et on cherche les conditions sur y pour
pouvoir résoudre.

-[ Théoreme 14. }
Soit E et F' deux R-espaces vectoriels et f une application linéaire de E
dans F'.

1. Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.

2. Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.

Remarque : Le noyau et I'image d’une application linéaire contiennent le vecteur
nul.

Exemple. Montrer que lapplication U : R3[X]

— R3[X] est linéaire.
P — P

!

Déterminer son noyau et son image.

3
Exercice 4
Déterminer le noyau et I'image de

fZ ]Rl[X} — Rl[X]
P — P(X+1)



3.3 Applications linéaires injectives, surjectives, bijectives

Définition 15.
Soit (E,+,.) et (F,+,.) deux R—espaces vectoriels.

On appelle ( isomorphisme ) de E dans F' toute application linéaire bijec-
tive de E dans F'.

On appelle ( automorphisme ) de E tout endomorphisme bijectif de FE
(c’est-a-dire toute application linéaire bijective de E dans E).

—[ Propriété 16. }
Soit (E,+,.) et (F,+,.) deux R—espaces vectoriels et f une application
linéaire de E vers F.

1. f est injective si et seulement si Ker f = {0g}.
2. f est surjective si et seulement si Im f = F.
3. f est bijective si et seulement si Ker f = {Og} et Im f = F.

3.4 Composition des applications linéaires

—[ Théoréme 17. }
Soit F, F' et G trois R—espaces vectoriels, soit f € L(E, F)et g € L(F,G).
L’application g o f est une application linéaire de F dans G.

-[ Théoreme 18. }

Soit E et F deux R—espaces vectoriels. La bijection réciproque f~! d’un
isomorphisme f de E dans F' est un isomorphisme de F' dans E. Autrement
dit, lapplication réciproque f~! de I'isomorphisme f est non seulement
bijective, mais c’est aussi une application linéaire de F' vers F.

/7! la bijection réciproque de f vérifie fo f~1(y) =y pour tout y € F et
f~to f(x) = x pour tout = € E.

Remarque : On se souvient que y = f(z) < x = f~(y).

4 Quelques applications linéaires particulieres

4.1 L’homothétie vectorielle

Soit (E,+,.) un R— espace-vectoriel et soit k& € R. L’(_homothétie vectorielle
rapport k est ’application

4.2 Les projecteurs

Définition 19.

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Tout
élément x de F se décompose de maniere unique © = xp+xg avec tp € F
et zg € G. On appelle ( projection sur F' parallelement a G ) ’application

p: E — E
x = plx)=xp

On dit également que p est un projecteur.

Propriété 20. }

de

La projection p sur F' parallelement a G est un endomorphisme de E, qui
vérifie
Im(p) = F,

Ker(p) =G et Vo € F, p(x) = x.

Remarque : Tout projecteur p vérifie p o p = p (on dit qu’il est idempotent).

4.3 Symétries

Définition 21.
Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Tout
élément x de E se décompose de maniére unique ¢ = xp+x¢ avec zp € F
et g € G. On appelle ( symétrie par rapport a F' parallelement a G ),
I’application
s: EF —
x = s(x)=zp—2z¢

Remarque : La symétrie s par rapport a F' parallelement a G est un automorphisme

de F et s est sa propre réciproque.



5 Equations linéaires

Définition 22.

Soit F et F deux K—espaces vectoriels. On appelle ( équation linéaire
toute équation de la forme :

u(z) =b. (1)

ou u est une application linéaire de E dans F' et b un élément de F' appelé
second membre. L’ensemble des solutions de ’équation (1) est I'ensemble
des antécédents de b par I’application wu.

On appelle équation homogeéne associée (ou sans second membre) associée
a (1) équation linéaire :

u(z) = 0. (2)

L’ensemble des solutions de I’équation (2) est Ker(u), le noyau de w.

Remarque : Les équations linéaires généralisent les systemes d’équations AX = B
et AX = O (homogene).

Exemple. L’équation différentielle vy + xy’ — y = sin(z) est linéaire : E et F sont

I'ensemble C?(R, R), u est I'application linéaire f — f” +xf’ — f et le second membre

est la fonction sinus. L’équation homogene associée est 1'équation différentielle : " +
!

zy —y=0.

—[ Théoréme 23. ]
Soit E et F' deux K—espaces vectoriel et v : E — F une application
linéaire.

On note S I'ensemble des solutions de 1’équation linéaire u(x) = b (1).
— Si b ¢ Im(u), alors S = @.
— Sib € Im(u), alors S = {zo+z, « € Ker(u)} ot z est une solution
particuliere de (1).
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&
Exercice 1
(xx x) On considere I'ensemble R? muni des opérations + et . définies par

V(x,y), (m’,y’) € RQ’ (CC, y) + (l‘/,y/) = (y + ylvx + SL’/)

V(z,y) € R, VAER, A.(z,y) = (\1,9)

Les propriétés (EV1) et (EV5) des espaces vectoriels sont-elles vérifiées pour ces
lois ?
[E |

{ Exercice 2
(#x) On se place dans 'espace vectoriel E = F(R,R) des fonctions réelles définies

sur R. On pose F' I'ensemble des fonctions croissantes de R dans R.

1. Justifier que la fonction f(z) = z,Vz € R appartient & F. Donner un exemple
de fonction qui n’est pas dans F'.

2. Justifier que la fonction nulle est dans F'.
3. On considere A = —2. La fonction Af appartient-elle a F' 7
4. F est-il un sous-espace vectoriel de £ 7

Exercice 3
(xx) On se place dans l'espace vectoriel E = F([0,1],R) des fonctions réelles

définies sur [0,1]. On pose F' l'ensemble des fonctions f continues sur [0, 1] telles
que fol f(t)dt =0.

1. Les fonctions g(z) = z — 5 et h(xz) = 2? appartiennent-elles & F ?

2. Justifier que la fonction nulle est dans F'.

3. On considere A € R, deux fonctions u et v dans F'. Justifier que Au+ v est dans
F.

4. F est-il un sous-espace vectoriel de E 7
[E

{ Exercice 4
(xx) Dans chacun des cas suivants, dites si ’ensemble donné est un sous-espace

vectoriel de F, ol E est un espace vectoriel a préciser.
1. F Vensemble des fonctions f de R dans R telles que f(1) = 0.
2. F lensemble des fonctions f de R dans R telles que f(0) = 1.
3. F={PeR[X], 2P = XP' + X2P"}.



[E '

[E |

{ Exercice 5 |
(#*) On considere le sous-espace vectoriel F' = Vect ({sin2, cos?, cos, sin}) de I'espace
vectoriel de fonctions F(R,R). Les fonctions suivantes appartiennent-elles a F'?

f:t—=1, g:twcos(2t), h:tw— tan(t) et k:t»—)cos(t—i—%).

| Peceiciie UL

(x) Soit U : Ro[X] — R[X] . Montrer que U est une application linéaire bijec-
P — 3P

tive et déterminer U 1.

[E |

[E |

{ Exercice 6 |
(3%) Soit Py(X) = X + 1, P(X) = X2 + X et Po(X) = 2X?2 + 1. Montrer que
VeCt(Po,Pl,PQ) :RQ[X]

(E |

{ Exercice 7 |
(x) Dans E = R3[X], on considére F' I'ensemble des polynémes dont le terme de

degré 2 est nul et G ’ensembles des polyndmes dont le terme constant est nul.
1. Donner la forme général d'un polynome de F. F est-il un sous-espace vectoriel
de E7?
2. Meémes questions pour G.

3. Déterminer la forme général d’un polynome de FNG, FNG est-il un sous-espace
vectoriel 7

[E |

{ Exercice 8 }
(xx) Dans E = R;[X], on consideére F' = Vect X et G = Vect 1. Montrer que F et G

sont, supplémentaires.
) '

{ Exercice 9 |
(%%) Soit F le plan vectoriel de R? engendré par {(1,1,0);(0,1,—1)}, et G la droite
vectorielle de R? engendrée par {(1,1,1)}. Démontrer que F et G sont des sous-
espaces vectoriels supplémentaires dans R3.

{ Exercice 10 |}
(%) Ces applications sont-elles des applications linéaires entre R—espaces vectoriels ?

h: C — R
z +— Re(z) P

k: RIX] — R
— P(3)

g: R2 —  RyX]
(a,b) — aX3+bX

Pour les celles qui sont des applications linéaires, déterminer leur noyau et leur image
et dites si elles sont injectives, surjectives et/ou bijectives.

s 1
(%%) Soit P = Vect{(1,0,1),(0,1,1)} un plan de R3 et D la droite de R? engendrée
par u = (2,0,1).

1. Montrer que D et P sont supplémentaires dans R>.

2. Déterminer une expression analytique du projecteur sur D parallelement a P,
puis de la symétrie par rapport a P parallelement a D.
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