32. Compléments sur les équations différentielles

1 équations différentielles linéaires

1.1 Ce qu’on sait déja résoudre

CEquation linéaire du premier ordre.)

(B): ' +a(z)y =b(x)

Les solutions sont de la forme y(z) = yp(x) + Aexp(—A(z)) avec A € R et A une
primitive de a et y, une solution particuliere de I’équation. On détermine la valeur
de la constante A\ grace a une condition initiale.

(Equation linéaire du second ordre & coefficients constants.)

(B):  ay’ +by +cy=d(z)

avec a,b,c des constantes. On résout 1’équation homogene grace a 1’équation ca-
ractéristique et on cherche une solution particuliere avec une forme particuliére selon
Pexpression de d(z).

1.2 équations différentielles linéaires d’ordre 2

Soit I un intervalle de R et a, b, ¢ et d quatre fonctions continues sur I a valeurs dans
K (avec K = R ou C). On suppose que la fonction a ne s’annule pas sur I. L’équation
différentielle

(B): a(@)y” +b(x)y" + c(x)y = d(z)
est appelée une ( équation différentielle linéaire d’ordre 2 ) et I’équation
(H): a(z)y” +bz)y +c(z)y =0

est ( I’équation homogene ) qui lui est associée.

-[ Théoréeme 1. }
L’ensemble Sy des solutions de (H) sur I est un K—espace vectoriel de
dimension 2. Si y; et y2 sont deux solutions non colinéaires de I’équation
homogene sur I, les solutions de (H) sur I sont toutes les fonctions de la
forme :

Vo € I, yn(x) = Ayi(z) + Bya(z) avec (A, B) € K?

Les solutions de (E) sur I sont toutes les fonctions de la forme Vi €
I, y(z) = yp(x) + yn(x), olt y, est une solution particuliere de (E).

De plus, pour tout zo € I et (a, 3) € K2, le probléme de Cauchy

a(z)y” + b(x)y" + c(xv)y = d(z)
y(zo) = @
Y'(zo) =B

admet une unique solution sur I.

(Résolution dans le cas ou I’on connait une solution de (H ))

On veut résoudre 1'équation différentielle (E) : a(x)y” +b(z)y’ + c(x)y = d(z) sur un
intervalle I.

1. On détermine une solution f de I’équation homogene (H) qui ne s’annule pas sur
I (suggestion de I’énoncé, solution évidente....)

2. On pose y = u x f, avec u une fonction deux fois dérivable sur I qu’on doit
déterminer. La fonction y est deux fois dérivable sur I et on calcule les dérivées
yl — U/f+ufl et y// — u/lf_’_2u/f/+ufll.

3. On reporte dans ’équation :

ay’ +by +cy=d<= al f+2u'f +uf’)+ b f+uf)+cluf) =d
= u(af’+bf +cf)+(af) " + (2af' +b) v =d
=0
< (af) u” + 2af +b) v’ =d.

4. On posant 2z = u'; on est ramené & 1’équation différentielle linéaire du premier
ordre

(E2) (af) 2"+ (2af' +b) 2 =d.

5. On résout (E3) pour trouver z, on en déduit u (car z = v/, ne pas oublier les
constantes d’intégration!) , puis y (car y = u x f).

Exemple. Résoudre (E) : 22y” — 2y = 0 sur RT™ en remarquant que la fonction

R™* — R . TR .
I o g2 est une solution particuliere de (E) sur cet intervalle.



1.3 Systemes linéaires a coefficients constants Soit (y1,%2; - - - »¥n) un n—uplet de fonctions de classe C! sur I. On a alors :
Définition 2. Y'=AY <= Y' =PDP'Y < P 'Y'=D(P'Y).
Soit I un intervalle de R, n € N* et A = (a;;)1<i<n € Myn(R). On appelle
1<jisn Uy
systeme linéaire homogene ) d’ordre 1 & coefficients constants le systeme L U2 ] L
On pose U = P7'Y = . |. Les fonctions ui,us,...,u, sont de classe C* sur I
Y1 =ai1y1 +ai2y2 + -+ a1,nyn uy,
/!
(9) Yo = 02,1Y1 + A22Y2 + -+ a2.nYn comme combinaisons linéaires des fonctions y1,¥2,...,¥y, et 'on a par linéarité de la
: dérivation :
!
Yr = AnaY1 + Qn2Y2 + -+ Gnnln “
=" =py
ot (Y1,Y2,--.,Yn) est un n—uplet de fonctions réelles inconnues définies = |
sur I et de classe C! sur I. )
un
Y1 vl On a alors /
Yo y/2 Uy = )\1’[1,1
Enposant Y =| . | et Y = | | |, le systeme (S) s’écrit uh = Agug
: : Y'=AY < U =DU <
/
Y Y
" " uly, = Aptn,
Y’ = AY.
= (ki koy. .. k) ERYVEET, (ug(t),us(t),. .. un(t)) = (k1 eMt kye?2t K, eM?).
r_
v =—dz +3y+3z z Pour obtenir Y, et donc les solutions de (5), on utilise Y = PU. On remarque qu’il
Exemple. Le systeme "= -3rx+2y+3z peutséerireY =AY ouY = s
ple. Y vy = y p - =\Y) est absolument inutile de calculer P!
2= -3+ 3y +2z z
x’ -4 3 3
Y/: y/ et A= -3 2 3 (E/:—4(I;+3y+3z
2! -3 3 2 Exemple. Résoudre le systeme y = -3z +2y+ 3z
Z = —3x+ 3y + 2z.
Théoréeme 3. }
L’ensemble des solutions sur I d’un tel systéme (S) est un espace vec- 1.4 Autres exemples de méthodes de résolution
toriel de dimension n. Pour tout tg € I et tout (ay,@s,...,a,) € R™,
il existe un unique n—uplet (y1,¥s,...,yn) solution de (S) vérifiant (Changement de fonction (ou d’inconnue)) En changeant la fonction inconnue y, on
(y1(t0),y2(t0), - -, Un(to)) = (a1, g, . .., ). peut essayer de se ramener a une équation qu’on sait résoudre.
[Fxorcice 1 |
Exercice 1
; s - - N . . Résoudre sur |0, +o0| ’équation
CRésolutlon dans le cas ou A est dlagonahsable) On considere toujours le systeme ] [Téa
(S) de la définition 1, qu’on met sous la forme Y’ = AY. 22y —2xy' + (2—2%)y =0
On diagonalise la matrice A (si elle est diagonalisable!) : il existe une matrice in- y
versible P (formée des vecteurs colonnes propres de A) et une matrice diagonale en effectuant le changement de fonction z = =.
D = Diag(A1, A2, ..., Ap) telle que A = PDP~1. *




(Changement de variable) On changeant la variable, on peut essayer de se ramener
a une équation qu’on sait résoudre. Mais attention, ¢a nécessite de changer aussi de
fonction inconnue car on ne peut pas avoir les deux variables dans la méme équation !

Exemple. Résoudre z2y” — 2zy’ +y = 0 sur ]0, +00o[ en effectuant le changement de
variable ¢t = In(x).

2 équation différentielles non linéaires d’ordre 1

Il n’y a plus de méthodes ”universelles” des que 1’équation n’est plus linéaire. On va
étudier quelques types d’équation ol on peut trouver des solutions. Mais il y a de
nombreuses équations différentielles dont on ne peut pas trouver de solution !

2.1 équations différentielles a variables séparables

Définition 4.

On appelle équation différentielle ( & variables séparables ) toute équation
différentielle du premier ordre qui s’écrit

a(y)y’ = b(x) (E)

oll a et b sont deux fonctions réelles de classe C! sur les intervalles ouverts
respectifs J et I.

Remarque : Si le second membre b(x) est une fonction constante, on parle d’équation
incompléte (mais & variables séparables tout de méme).
e y 1
Exemple. L’équation différentielle =
1492 1+ 22

est une équation a variables
séparables.

Technique. Supposons que a ne s’annule pas sur J. Nous allons "intégrer” de chaque
coté de I'équation. y’ x a(y) = b(x).

y' x a(y) a pour primitive A(y) avec A une primitive de la fonction a. Notons B une
primitive de la fonction b, on obtient alors

A(y) = B(z) + A
C’est une équation confinant y, qu’on voudrait pouvoir isoler.

Remarque : A la ”physicienne”, on remplace le 3’ par dy/dz et on passe dx de Pautre
coté, ce qui fait a(y)dy = b(x)dz, puis on integre. Et on obtient le méme résultat.

La fonction a ne s’annulant pas, elle est de signe constant et donc sa primitive A est
strictement monotone. Comme A est de plus continue sur J, elle réalise une bijection.
En notant A~ la bijection réciproque de A, on obtient y(z) = A~Y(B(x) + \).

Mais il n’est pas toujours possible d’obtenir y de fagon explicite (par exemple lorsque
A~1 ne s’exprime pas & I'aide des fonctions usuelles). On dit alors que 1’on obtient
une solution implicite de I’équation différentielle.

2

Exemple. Résoudre I'équation différentielle 3y’ = y—g sur |0, +ool.
x

2.2 équations de Bernoulli

Définition 5.

On appelle équation différentielle ( de Bernouilli ) toute équation

différentielle de la forme
(Eo) ¢ =al@)y+bx)y®  aveca € R\{0;1}

ou a et b sont deux fonctions réelles continues sur un intervalle I de R.

Remarque : On a exclu les cas &« = 0 et & = 1 pour lesquels on a affaire a une
équation linéaire qu’on sait résoudre.

Technique. On cherche ici les solutions y qui ne s’annulent pas sur I (et méme les
solutions strictement positives sur I si o n’est pas un entier).

1. On divise toute I’équation par y“, on obtient :

v = a(x) ! + b(x)

yoc yozfl
y/
2. On pose z = ——. La dérivée de z est alors z’ = (1 — a)—~. On remplace dans
Y )
I’équation
1 !/
= b
o a(x)z + b(x)

On obtient donc une équation linéaire d’ordre 1 que 'on sait résoudre.

Exemple. Chercher les solutions strictement positives sur R de 1’équation
différentielle suivante (qui apparait lorsque l'on étudie la chute d’une masse dans
un liquide) ol a et b désignent deux constantes réelles strictement positives :

(E) Y — 2ay + by? = 0.



2.3 équations de Ricatti

Définition 6.

On appelle équation différentielle de Ricatti toute équation

différentielle de la forme
(B) o =a(x)y® + b(x)y + c(x)

ou a, b et ¢ sont deux fonctions réelles continues sur un intervalle I de R.

Technique.

1. On détermine une solution particuliere y, de (E) (suggestion de I’énoncé, solution
évidente...)

2. On cherche z une fonction dérivable sur I telle que ¥ = y, + 2. On a alors en
dérivant y' = y;, + 2’. On reporte dans I’équation (£).

3. On doit pouvoir simplifier y]’g au cours du calcul et on obtient une équation de la
forme

(E) 2 =d(x)z + e(x)2*
qui est une équation de Bernoulli d’inconnue z.

4. On résout (E') avec la méthode des équations de Bernoulli pour trouver z, puis
on en déduit y.

3 TD 32 Equation différentielles

[E |

{ Exercice 4 |
(%%) En posant u = ¥, résoudre les équations différentielles homogenes

2 4y?
==

(By):y et (Bo):tyy =y — ¢

©
{ Exercice 5 ',
(xx) Résoudre I'équation différentielle de Bernoulli

[E |

{ Exercice 6 |
(%) Etudier 'équation différentielle de Bernoulli 4/ = y2 sur R. Montrer que toute
solution explose en un temps fini.

Exercice 7 |
(%) Résoudre sur Rt I’équation de Ricatti :

Y =@w-Dty—y—1)
E |

B
Il Exercice 1 ',
(%) Résoudre (F) : y” — 2zy’ — 2y = 0 sur R en remarquant que la fonction f: x —

e®” est une solution particuliere de (E). On notera ¢(z) = Iy et dt.

[E |

xercice 8 |

(xx) Résoudre
y/2
=ty — L
y=uw 4

Indication de méthode : On posera p = 3’ dans le second membre de ’équation, puis
on dérivera ’équation.

[E |

{ Exercice 2 |
(xx) Résoudre le systeme différentiel

¥ =dx -3y +22
()] ¢y =6x —by +4z
2 =dx —4dy +4z

avec les conditions initiales z(0) = 3,y(0) = 5 et z(0) = 3.

{ Exercice 3 |
(xx) Chercher la solution de I’équation & variables séparables

3
yl+(1 - 7)ey = 07

" y(1) = 3.

{_Exercice 9 |

(xx) La courbe du chien. On se place dans le plan muni d’une b.o.n.d (O,;, 5)
On considére un maitre et son chien. A 'instant ¢ = 0, le maitre part du point O
et parcourt la demi-droite [Oy) & la vitesse constante v. Au méme moment, le chien
part du point de coordonnées (z¢,0) et il court constamment vers son maitre & la
vitesse 2v.

On note (z(t),y(t)) la position du chien & tout instant et on s’intéresse a la courbe
de la course du chien, c’est a dire qu’on veut exprimer y en fonction de z. On admet
que la fonction y : © — y(x) vérifie ’équation différentielle suivante

(B) 42*(y")* = (y)? =1
1. Chercher deux solutions particulieres y; et ys de I’équation homogenes H :
422 (y”)? — ()% = 0. Indication : utiliser I'identité remarquable a? — b2.

2. Chercher des solutions de (F) sous sous la forme y = ay; +bya+c avec a,b,c € R
des constantes et b qu’on exprimera en fonction de a et c.



3. Déterminer les constantes & 1’aide des conditions initiales.

4. En déduire la position du chien quand il rattrape son maitre.
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