34. Fonctions de R"” dans R?

1 Applications de R" dans R?

Définition 1.
Soit A une partie de R™. Une ( application ) de A dans RP est définie par :

f A — RP
T fl(xl,...,xn)
! fQ(xla"'vxn)
| = fl@)=
T fplza,. .., zp)

Les applications f1 : A = R, fo: A—=R,..., f, : A — R sont appelées les
fonctions coordonnées ) de f.

f est appelée aussi ( champ de vecteurs ), sauf si p = 1 (espace d’arrivé

réel), ou on parle de ( champ de scalaires

Exemples. On a déja étudié certains types de ces fonctions :

— Sin=1et p=1, ces fonctions sont juste les fonctions réelles.
— Sin =1 et p=2, ces fonctions sont les courbes paramétriques.

— Sin=2et p=1, ces fonctions sont les fonctions réelles de deux variables.

1.1 Limite et continuité

Définition 2.

Soient A un ouvert de R™, f une application de A dans RP, a = (a1, ...,an)
un point de A (ou sur sa frontiere) et £ = (41,...,£,) € RP.

On dit que f admet ¢ pour ( limite ) en a et 'on note lim f(x) = £ si et
r—a

seulement si chaque fonction coordonnée f; : U — R admet ¢; pour limite
en a. Dans ce cas, la limite £ est unique.

Définition 3.

Sia € A, on dit que f est { continue ) en a si et seulement si f admet une
limite en a (qui est nécessairement f(a)). Si f est continue en tout point
de A, on dit que f est ( continue sur A ).

L’ensemble C(A,R?) des fonctions continues sur un ouvert A C R™ est un
espace vectoriel.

Propriété 4. }

La fonction f est continue sur A si et seulement si ses applications coor-
données sont continues sur A.

Exemple. L’application

f: R2 — R

T
— 2 _).
(‘Tay) (I +‘Ty’ x2+2y2+1)

est continue sur R? car ses deux applications coordonnées sont continues.

1.2 Dérivées partielles

Définition 5.
Soient A un ouvert de R™, f une application de A dans R?, a = (a1, ...,a,)

un point de A. On dit que f admet une ( dérivée partielle ) en a suivant
la j—ieme variable si et seulement si les p fonctions coordonnées de f
admettent une dérivée partielle par rapport a la j—iéme variable et ’'on

pose alors
of _(oh O
O0x; oz’ 0z )

On dit que f est de classe C1(A) si et seulement si ses fonctions coordonnées
sont de classe C1(A).




Définition 6.

La ( matrice jacobienne ) de f en a est la matrice de M, ,(R) définie par

100 = (@),

p

<i
)

<
NN
3

Lorsque n = p, la matrice jacobienne de f en a est une matrice carrée et
son déterminant est appelé le ( jacobien ) de f en a.

Exemple. Calculer la matrice jacobienne au point (1,2,0) de la fonction

f: R3 - R2

(z,y,2) = (2?92, o)

-
Il Exercice 1 ',
Calculer la matrice jacobienne de la fonction

f: RZ — RZ

Exemple. La fonction permettant de passer des coordonnées cartésiennes aux coor-
données polaires est une fonction de R? dans R? définie par f(p,0) = (pcosf, psin6).
Au point (p,0), la matrice jacobienne est

cosf —psinf
sinf  pcos6

J(f)(pﬁ)z( ) et det(J(f)(p,0)) =p

1.3 Matrice jacobienne d’une fonction composée et d’une fonc-
tion réciproque

- Théoréme 7. |
Soit p,q,r € {1,2,3}. Soit A un ouvert de R™ et V un ouvert de R?. Soit
f : A — RP une fonction de classe C! sur A et telle que f(A) C V, soit
g :V — R? une fonction de classe C! sur V.

La fonction go f : A — RY est de classe C! sur A et 'on a pour tout
a€A:

J(go f)la) = J(9)(f(a)) x J(f)(a) € Myn(R).

Exemple. On considere les fonctions

f: R? — R%
(r,0) +— (rcos(d),rsin(f))

et g: RZ — RS,
(z,y) — (z+y,2*—y* ay)

) )

Leurs matrices jacobiennes sont

1 1
cosf) —rsinf
J(g)(z,y) = |22 —2y et J(f)(r,0) = <Sin9 rcos@)
Yy T

La composée g o f : R? — R? correspond & la fonction g exprimée en coordonnées
polaires, et elle est définie par

go f(r,0) = (r(cos() + sin ), 7 (cos? @ — sin? ), 72 sin A cos 6)
Sa matrice jacobienne est donc

J(go f)(r,0) = J(g)(rcosf,rsin@)J(f)(r,0) =

1 1 .
. cosf) —rsinf
2rcosf —2rsinf .
. sinf rcosf
rsinf rcosf

cos @ + sin 6 r(cosf — sin )
= | 2r(cos?f —sin?@)  —4r?sinf cosh
2r sin 6 cos 0 72(cos? f — sin? 9)

- Théoréme 8. |
Soit A un ouvert de R™ et f : A — R™ une fonction de classe C! sur A. Si

f est une de A sur f(A) C R™, alors f admet une application

réciproque f~! de classe C* sur f(A) C R™ et I'on a pour tout a € A, en
posant b = f(a),

HIHm) = (H0@)

Autrement dit, la matrice jacobienne de I’application réciproque f~—' est
I'inverse de la matrice jacobienne de f.

Exemple. On pose 4 =]0,4+00[x]0,+0o[C R2. Soit f: A — A . La
(,y) — (2% 2y)

2z 0

Y

c’est & dire que 'équation f(z,y) = (a,b) a une unique solution (z,y) pour TOUT

(a,b) € A.

Soit (a,b) € A (donc par définition a et b sont strictement positifs), on cherche

(z,y) € A tel que f(x,y) = (a,b), c’est a dire = et y strictement positifs vérifiant

{a_ﬁ@{x_%a

b = ay Yy = &

matrice jacobienne de f est J(f)(z,y) = < . Montrons que f est une bijection,



Donc tout (a,b) € A admet un unique antécédent (x,y) € A. Donc f est bien une

bijection de A dans A et on a (z,y) = f~(a,b). La bijection réciproque est définie

f/t: A - A . On calcule sa matrice jacobienne en inversant la matrice
(@b = (VaL)

J(f)(z,y) :

() wy) " = ( )

22

gl= O

puis en remplacant x = \/a et y = %. On obtient

Va

1 1 0
J<f1><a,b>=(J<f><¢a,">> =<2_%? )

[E |

{ Exercice 2 |
Soit

f: R2 - R2

Montrer que f est une bijection, calculer sa bijection réciproque et la matrice jaco-
bienne de la réciproque (par deux méthodes différentes).

2 Opérateurs et champs de vecteurs

Dans cette partie, on se place dans l'espace muni d’un repére orthonormé

%
(0;777, k). Cette section est dédiée & un certain nombre de notations utiles en
physique.

Définition 9.

L’opérateur formel ( nabla ) V est défini par

v:

Voot

Cette notation permet d’exprimer un certain nombre d’opérateur sur les champs de
vecteurs ou les champs scalaire de maniere commode.

Définition 10.

Soit f un champ de scalaire, c’est & dire une application de R? dans R! =
R. Le ( gradient ) de f est défini par

of
oz
0
grad f= | 9 | = vy
of
9z

Le ( Laplacien ) de f est

P PP

AM=gm o T ar

Définition 11.

Soit F' un champ de vecteurs, c’est & dire une application de R? dans R3,
ayant pour applications coordonnées (Fy, Fy, F,). La ( divergence ) de F’
est définie par

OF, OF, OF.

div F = — =V.F
ox dy 0z
Le (_rotationnel ) de F' est défini par
oF, _ OFy
oy 0z
Rot F= |25 9 | —VAF

z xr
oF, _ OF,
ox oy

Le ( Laplacien ) de F est

8%°F, 8°F, 8°F,

Ox2 + oy? + 022

_ | 8°F, |, °F, | 9*F, | _ w2

AF = 0x? + oy? + 022 =V
9*F, | 9°F, | 9°F,

Ox2 + dy? + 022




-[ Propriété 12. }
Soit F un champ de vecteurs (application de R? dans R3) et f un champ

de scalaire (application de R? dans R), tous les deux de classes C?. On a
les relations suivantes

1. Le rotationnel d’un gradient est le vecteur nul : Rot (graa f)= 0

2. La divergence d’un rotationnel est nulle : div (Rot F) =0
3. Le laplacien est la divergence du gradient : A f = div (graa )
4. Rot (Rot F) = grad (div F) — AF

(& conditions que certaines hypothéses soient vérifiées)

Les deux premieres propriété admettent une réciproque

-[ Propriété 13. }

Sous certaines conditions :

1. si Rot F = 0, alors il existe un champ de scalaire f (application de
R3 dans R) tel que F = grad f.

2. Si div (F) = 0 alors il existe un champ de vecteur f (application de
R3 dans R3) tel que F' = Rot f.

Exemple. Soit F défini par F(z,vy,2) = (yz,z2,xy) pour tout (z,y,2) € R3. On a

Donc ¢ est une constante pour z aussi. Finalement f(z,y,z) = zyz + ¢ avec ¢ une
constante.

[E

O(zy) _ O(zz)
Jy 0z r—x 0
o(zz) _ 9(yz) z—z 0
ox oy

Donc il existe un champ de scalaire f tel que F' = rac_i f, c’est a dire
of

Yz

_(of of Of 8
(yz,zz,zy) = (83:75@782> = % = xz
2z — Y

On primitive la premiére équation par rapport a z, on obtient f(z,y,z,) = zyz +
c(y, z) avec ¢(y, z) une constante par rapport & x, mais contenant y et z. On reporte
dans la deuxieme équation :
oc(y, z oc(y, z

—zwz:xz—i—ﬁzmziwzo

dy dy dy
On en déduit que c(y, z) est constant par rapport a y. Donc ¢(y, z) = ¢(z). On reporte
dans la troisieme équation

of Oc(z) Oc(z)

— =xy=xy+ =y =
0z

0z 0z =0

xercice 3
On considere dans R3 le vecteur ¥ de coordonnées

2zy + 2°
U= |2yz + 22
2xz + 12

—
Calculer Rot(¥). En déduire qu’il existe une fonction scalaire f(x,y,z) telle que
graa f(z,y,z) = ¥. Déterminer f.

3 Equations aux dérivées partielles (EDP)

Dans cette section, on considere surtout des fonctions de deux ou trois variables, mais
c’est généralisable a plus.

3.1 Définition et solutions
Définition 14.

Une ( équation aux dérivées partielle ) (EDP) est une équation contenant
une fonction inconnue u de plusieurs variables, ses dérivées par rapport
aux variables (premier ordre, second ordre....), d’autres fonctions connues
et qui se termine par =0.

L’ ordre ) de cette équation est le plus élevé des ordres des dérivées par-
tielles.

Une ( solution ) de cette EDP est une fonction f qui, une fois reportée
dans I’équation, donne =0.

Exemples.
— L’équation de Laplace Au = 0 avec u fonction de trois variables est une EDP

R N 2 2
, qui correspond & % + 277; g;; = 0. Elle est d’ordre 2.

— L’équation g—; + giy"; + GU% = 0 avec u une fonction de deux variable est une
EDP d’ordre 3.

— Dans 'exercice précédent, trouver f tel que graa f(z,y,z) = U, c’est aussi des
EDP.

Une EDP peut s’accompagner de conditions :
— Valeur de la fonction ou de ses dérivées & un instant donné (conditions initiales).
— Valeur de la fonction ou de ses dérivées sur un domaine.
— Valeur de la fonction ou de ses dérivées quand une variables tend vers l'infini.



Ces conditions peuvent changer radicalement les solutions de 1’équations. De plus,
des fonctions ”ordinaires” ne suffisent pas toujours a donner les solutions... en bref,
résoudre une EDP est un probleme difficile. On va se contenter de faire des exemples
simples.

Exemple. Résoudre 1’équation % = 0 avec u une fonction de trois variables et la

condition u(1,2,3) = 2.
(E '

{ Exercice 4 |
7 ’ . 2 . . .
"éq Lyg = 0 avec u une fonction de trois variables.

3.2 Changement de variables

Pour résoudre une EDP sur f fonction de (z,y), on peut parfois poser un change-
ment de variables. On va en voir deux types : le changement de variable affine et le
changement de variable polaire.

(Changement de variable afﬁne) On pose de nouvelles variables
u = ax + byetv = cx + dy avec a,b,c,d des constantes.

Exemple. On considere 1’équation

of
Ox

mw:%mw<m

On pose u = x +y et v = & — y, ce qui revient & définir une fonction ®(z,y) =
(z +y,z —y). On pose g(u,v) tels que

f(z,y) = g(u,v) = g(u(z,y),v(z,y)) = g o ®(z,y)

On veut trouver des relations entre les dérivées de f par rapport a x,y et celles de g
par rapport a u,v. Comme on a une composée, on exprime les dérivées partielle en
utilisant les matrices jacobiennes.

J(N) @, y) = J(9)(B(x,y)) x J(®)(z,y)

:g*uu,v,%u,v }_1:31“’0"‘%“»”,87%@—%%@
( % ) ag( ))( 1) (39( ) 8g( ) ag( ) 8g( )>
Donc

7] 7] 0
@) = ) + P, o= Fwo - P

On reporte dans ’équation (E) :

(B): S w0)+ 2 (u,) = 02 u,) — P, 0)
2%(%1}) =0 = g(u,v) = H(u)

Avec H une fonction réelle. On en déduit que

f(x,y) = H(u(z,y)) = H(z +y)

Ce sont toutes les solutions de I'équation (F).

(Changement de variable polaire) On pose de nouvelles variables
r et 6 qui vérihent x+ = rcosf ety = rsinf, avecr > 0.

Exemple. On veut résoudre I’équation suivante

of of

(@,y) +y——(2,y) = 222 + >
On pose r et 0 telles que x = rcosf et y = rsind, ce qui revient a définir ¥(r,0) =

(rcos@,rsin®). On pose g(r,0) tel que

g(r,0) = f(z,y) = f(rcos,rsinb) = f(¥(r,0)) = fo¥(r,0)

On veut trouver des relations entre les dérivées de f par rapport a z,y et celles de g
par rapport & r, 6, donc on écrit la relation des matrices jacobiennes.

J(9)(r,0) = J(f)(¥(r,0)) x J(¥)(r,0)

9(r cos 0) A(r cos 0)
9 9 =g (r,0), =5r—(r,0)
(%(r, 0), g5(r, 0)) = (a%(x,y% aﬁ{j(x,y)) (a(ﬁgme) (r.0), o(ran 0) (r,0)

or 00
dg g _ (8f af cosf, —rsinf
(300 %0:00) = (3 Fow) (G o)

Or c’est f que je veux isoler en fonction de g. On doit donc multiplier de chaque coté,
cosf, —rsinf

. . Calculons l'inverse :
sinf, rcosf

a droite, par la matrice inverse de <

cosf, —rsinf . 1 0
<sin 0, rcosf ) cos OL1, sin 6L (O 1)

cos? @, —rsinfcosf cosf 0
(sin2 0, rcosfsinf > Ly Lo+ Ly ( 0 sin9>



> Lo+ Ly — Sil’l2 0L1 (COSQ S 6)

1 0
sin®@, rcosfsind 0 sin 6

1 0 cos 6 sin 0
0 rcosfsinf —cosfsin?6 sinf — sin® 6

1 0 . cos 0 sin 6
(0 r cos 0 sin 9> Lz/(r cos9sin ) (— cosfsin®f  sin 6 cos? 9)

1 0 cosf) sinf
0 1 _sinf  cosf

cosf sinf
(%) L) - (gzw) 200)) (" e

s

Donc

(Fww. §ew) = (cosof0) -

Et on peut reporter dans (E) (sans oublier de remplacer z et y)

- a—g(r 0), siHH%(n 0) + CO: 8—9(7‘ 9))

dg _sin98g dg cos 6 Jg _ 3
rcos@(cos@ar(ne) T%( 9)>+rsm9<sm98( 0) + " 89( r,0)) =2vr2

. dg dg

2 2 _ _
7 (cos® 6 + sin” §) o (r,g)=2r <« o (r,0) =
On primitive en 7 :

g(r,0) =2r + h()

avec h une fonction. Si on veut revenir & x et y, on a 7 = \/x2 + y2, mais pour 6,
c’est plus difficile.

4 Intégrales doubles

On considere une fonction réelles f de deux variables, c’est-a-dire de la forme
f(z,y) = z. Donc le domaine de définition de f est une surface D et sa représentation
graphique est une surface d’altitude variable. On veut intégrer f, on va commencer
par s’intéresser aux domaines de définition ol ¢’est simple d’intégrer avant de définir
I’intégrale.

4.1 Domaines d’intégration simples

Parties de R? définies comme la surface com-
prise entre le graphe de deux fonctions de .

Soit a et b deux réels tels que a < b et p; et po deux fonctions définies sur [a,b] &
valeurs dans R et telles que Vx € [a,b], p1(x) < p2(x). On considere le domaine D
défini par

D={(z,y) |a<z<boi(r) <y < pax)}

Parties de R? définies comme la surface com-
prise entre le graphe de deux fonctions de y.

Soit ¢ et d deux réels tels que ¢ < d et 1) et 1o deux fonctions définies sur [c,d] &
valeurs dans R et telles que Yy € [c,d], ¥1(y) < ¥2(y). On considere le domaine D
défini par

D ={(z,y) | e<y<d,¥u(y) <z <a(y)}

Exemples. Dy = [-1;1] x [0;2], Dy = {(2,y) [ 0 < 2z < let2® <y < a}et
Dy={(z,y) |0<y<lety<z< /)

4.2 Définition de l’intégrale double

Définition 15.

Soit a et b deux réels tels que a < b et p; et o deux fonctions définies
sur [a,b] & valeurs dans R et telles que Vo € [a,b], p1(x) < @2(z). On
considere le domaine D défini par

D=A{(zy) |a<z pa()}.

Soit f une fonction continue sur D. L’( intégrale double ) de f sur D est
le nombre réel défini par

//Df://D f(a:,y)da:dy/ab (/:::)f(x,y)dy> de.

<het pi(z) <y <



Définition 16.

Soit ¢ et d deux réels tels que ¢ < d et 91 et ¥o deux fonctions définies
sur [c,d] & valeurs dans R et telles que Vy € [¢,d], ¥1(y) < ¥2(y). On
considere le domaine D défini par

D={(z,y) |c<y<deti(y) <z <Pa(y)}

Soit f une fonction continue sur D. L’( intégrale double ) de f sur D est
le nombre réel défini par

//Df Z/Df(a?,y)d:vdy = /Cd (/f(:l) f(:zc,y)dx> dy.

Exemple. Soit D = {(z,y) € R? | 0 < z < 1 et 22 < y < x}. Calculer // z2ydady.
D

(Interprétations graphiques)

— Si f est positive sur D, [[,, f représente le volume situé sous la surface

représentant f.
— Si D est un domaine défini comme précédemment, ’aire de D est donnée par

A= // dady.
D

4.3 Théoréme de Fubini

—{ Théoreme 17. }

de Fubini Soit D un domaine de R2 tel que 1’on puisse définir D des deux
fagons suivantes :

D={(z,y) la<z<b p1(z) <y < p2(a)}
={(z.y) [ e<y <d, ¥aly) <z <y}
comme dans les définitions précédentes. Soit f une fonction continue sur

D.On a

e I (e

(Exercice 5 |

{ Exercice 5

sy<ipt= [[ @+
D
1. Tracer D.

2. Calculer I en intégrant d’abord en y, puis en x.

On pose

D ={(z,y) €ER*x >0,y > 0,2

3. Calculer I en intégrant d’abord en x, puis en .

4.4 Passage en coordonnées polaires

-[ Propriété 18. }
Soit f une fonction de (x,y) définie sur D un domaine de R?. Le passage

en coordonnées polaires (p,0) telles que x = pcos(d) et y = psin(f))
transforme D en A (le domaine en (p, 6)) et 'intégrale devient :

J[ #awasay= [[ spcos(o). psin®)loldpas.
D A

Exemple. Soient D = {(z,y) € R? |2 >0,y > 0 et 1 < 2> +y* < 4} et f la fonction
définie sur R? \ (0,0) par

__ 1y
f(x’y)_xQ—l—yQ

On calcule / f en exprimant f en coordonnées polaires :
D

cos fsin 6

cos2 6 + sin? 0

pcosBpsinf

1
f(pcosb, psinfd) = = cosfsinf = §Sin(2€)

p2cos? 0+ p2sin6
On exprime le domaine D en fonction de p et 8. Les conditions z > 0,y > 0 signifient

que 0 € [0,7/2]. Et 1 < 22 + y? < 4 équivaut & 1 < p < 2. Donc A = {(p,0),0 €
[0,7/2],1 < p < 2}. On passe en coordonnées polaire dans 'intégrale

1. 3 21
// x2+y dxdy—//A§Sm(29)|P|de9=/o /1 551H(29)pdpd9
31 . ) 2 z
= —sin(20)p
0 4

6 — / "3 in(20)d0 = [—3(;03(29)} 2
X . 4 8



5 Intégrales triples

5.1 Définition et exemple

On considere des parties D de R? définies par des conditions simples, par exemple,
des parties de la forme :

D = {(x,yvz) € RB | a<T< ba (pl(x) < Yy < 502(‘%) et 1/11($»y) <z < ¢2(xay)}

Si f est une fonction a valeurs réelles définie et continue sur D, I’( intégrale triple
de f sur D est définie par

b wa2(x) Pa(x,y)
L= ([ waae)dy) do
D a 1(z) 1 (z,y)
notée aussi /// f(z,y, z)dzdydz.
D

Exemple. Soit D = {(z,9,2) ER3 |0<2 <1, 0<y<let0<2z<ay}et fla
fonction définie sur R? par f(z,y, z) = 2%y32.

1 1 oy 1 1 52 ry 1 rl 1,4y5
/// f:/ / / m2y3zdzdydx:/ / z?y? {} dyda:z/ / dydx
D o Jo Jo o Jo 2]y o Jo 2
17,4671 1,4 571
2y T T 1
= dx = —dr=|—-| =—
/0 { 12 ]o ’ /0 2% {60}0 60

Remarque : Le volume de la partie D est égal a / / / dzdydz.
D

5.2 Passage en coordonnées cylindriques

-[ Propriété 19. }
Soit f une fonction de (x,y, z) définie sur D un domaine de R3. Le passage
en coordonnées cylindriques (p, 0, z) telles que x = pcos(f), y = psin(f)
et z = z transforme D en A et

///D f(x’y’z)dxdydzz///A f(pcos(0), psin(0), z)|p|dpdfdz.

Exemple. Calcul du volume du cylindre C de rayon r > 0 et de hauteur h > 0. On
calcule [f] o dzdydz en utilisant le changement de variable. Le domaine d’intégration
est A ={(p,0,2),0<2< h,0<p<r0el0,2n]}. On a alors

h 27 r h 27 7A2 7,_2
/ / / drdydz = / / / \pldpdfdz = / / —dfdz = —2mh = whr?
C 0 0 0 0 0 2 2

5.3 Passage en coordonnées sphériques

-[ Propriété 20. }
Soit f une fonction de (x,y,z) définie sur D un domaine de R®. Le pas-
sage en coordonnées sphériques (1,6, p) telles que x = rsin(f) cos(p),
y = rsin(f) sin(p), z = r cos(d) transforme D en A et

///D f(z,y,z)dzdydz =

///A f(rsin(@) cos(p), sin(f) sin(p), r cos()) - 2| sin(8)|drdfdep.

Exemple. Volume d’une sphere de rayon R > 0 : La sphere correspond au domaine
A ={(r,0,¢),r €[0,R],p €[0,27],0 € [0,7]}. On passe en sphérique :

2 g R
/// dxdydz = /// 72| sin(6)|drdfdy = / / / 72| sin(6)|drdfde
5 5 o Jo Jo

217 pm p3 27 3 77 27 3 3
= / / = sin(0)dfdy = / T cos(f)| de= / ﬁdg@ _ AnR
o Jo 3 0 3 0 0o 3 3

6 Bonus : Theoremes de Guldin

6.1 Théoréeme de Guldin pour une courbe homogene

On considere un arc de courbe plane C et une droite D qui ne coupe pas la courbe.
On fait pivoter cet arc de courbe autour de la droite D d’un angle «, ce qui crée une
surface (surface de révolution).

Remarque : La courbe peut étre fermée ou ouverte. L’angle de la rotation est entre
0 (pas de surface) et 27 (le tour complet)

On se place dans plan muni d’un repére orthonormal (O,;,j) et on considere un arc
de courbe C dans ce plan. On cherche G le centre de gravité de la courbe. On a



normalement besoin de définir la répartition de la masse dans la courbe. Mais dans
la plupart des cas, comme cette masse se répartit de maniere homogene, les formules
se simplifient et la masse n’intervient plus.

-[ Propriété 21. }

fi[h,tg] — RQ

t = (z(t),y))
x et y fonctions de classe C!, alors les coordonnées du point G centre de
gravité de C sont données par

2 w(t) /a2 () + g2 (t)dt
[ /20 +y2(t)dt

Si l’arc de courbe C est parametré par avec

2Ly (0) + yR(D)dt
[ V220 + y2(t)dt

rg =

Remarque : /z'2(t) + y'2(¢t)dt = dl est 1’élément infinitésimal de longueur de la
courbe. Donc le dénominateur correspond a la longueur de la courbe.

-[ Théoréme 22. }
Soient C un arc de courbe plane et D une droite de traversant pas la
courbe. On note A 'aire de la surface engendré par la rotation d’axe D et
d’angle « appliqué sur la courbe. Alors

A=axGH x L

avec L la longueur totale de la courbe, G le centre de gravité de la courbe
et H le projeté orthogonal de G sur D.

Autrement dit, I’aire est le produit de la longueur de la courbe (L) avec
la longueur de l’arc parcouru par G pendant la rotation («GH)

Exemple. On considere un tore engendré par un cercle de rayon a et dont le centre
) est a une distance d de la droite D. Le centre de gravité d’un cercle est son centre
donc G = Q et GH = d. L’angle de la rotation est 27 et la longueur du cercle est
L = 27r. Laire du tore est donc

A =21 xdx 2rr = 4x°rd

6.2 Théoreme de Guldin pour une surface homogene

On considere une arc de courbe fermé, il définit alors une surface S. Dans ce cas, on
peut considérer le volume V' engendré par la rotation de cette surface.

Exemple. Un cercle est une courbe fermée qui délimite un disque. Quand ce cercle
fait un tour complet autour d’un axe, il génére un tore (un donut). On peut s’intéresser
au volume du tore.

On se place dans le plan muni d’un repere orthonormal (OJJ) et on considere un
arc de courbe C fermé dans ce plan, délimitant une surface S d’aire A. On cherche G
le centre de gravité de la surface. On supposera encore que la masse est répartie de
maniere homogene dans la surface

-[ Propriété 23. }
Les coordonnées du point G centre de gravité de C sont données par

" ff(w,y)ES rdxdy Y .ff(a:,y)es ydxdy
G = s G — ’
A A

-[ Théoréme 24. }
Soient C un arc de courbe plane fermée définissant une surface d’aire A et
D une droite ne traversant pas la courbe. On note V' le volume engendré
par la rotation d’axe D et d’angle o appliqué sur la surface. Alors

V=axGHxA

avec G le centre de gravité de la surface et H le projeté orthogonal de G
sur D.

Autrement dit, le volume est le produit de Paire de la surface (A) avec la
longueur de I’arc parcouru par G pendant la rotation («GH)

Exemple. On reprend le tore. L’aire du disque est L = 7r2. Le volume du tore est
donc
V =21 xd x nr? = 27r3d

Exemple. On considére C un demi-cercle de centre O et de rayon r, on note A et B
les extrémités du demi cercle. On considere la surface S délimitée par le demi-cercle
et par le segment [AB]. C’est un demi-disque, donc son aire est A = ng

On cherche a déterminer la position de G le centre de gravité du demi-disque S.
Par symétrie, on sait que G se situe sur 'axe de symétrie du demi-disque. Il reste a

déterminer la distance d = OG par rapport au centre O.



On pose D = (AB) et on fait pivoter le demi-cercle d’un angle 27 autour de D, on
génere une sphere de volume V = %7‘(’7‘3. D’apres le théoreme de Guldin

wr? 4 73 4r

4
V =271 xdxA o §7r7’3 = 27T><d><7 = 72r2d & = 3722 3x

Donc le point G se situe a la distance g—; de O.

7 TD 34 Fonctions de R"” dans R?

{ Exercice 1 |
La fonction permettant de passer des coordonnées cylindriques aux coordonnées

cartésiennes est une fonction de R3 dans R? définie par

(z,y,2) = f(p,0,2) = (pcos b, psind, 2)

Déterminer la matrice jacobienne et le jacobien de f.

[E |

{ Exercice 2 |
La fonction permettant de passer des coordonnées sphériques aux coordonnées
cartésiennes est une fonction de R3 dans R définie par

(z,y,2) = f(r,0,¢p) = (rsinfcos o, rsin b sin @, r cos )

Déterminer la matrice jacobienne et le jacobien de f.

8
Il Exercice 3 ',
Déterminer toutes les fonctions f : R? — R solutions des systémes suivants.

of _ 2 of 2
@{ 5 — v @9 3 — 'Y
= 2 8—y = ny

o _
z Y
18 By
8y_y€

10

[E |

{ Exercice 4 |
Soit @ un réel fixé. On cherche toutes les fonction f : R? — R telles que

af of
(E) Bix_aiy_a

v—u

On veut faire le changement de variable z = %% et y = 5 et on pose

2

st = (434 25°)

Donner la relation entre la matrice Jacobienne de g et celle de f.

g(u,v) = f(x,y),

En déduire une expression des dérivées partielles de f en fonction de celle de g.
En déduire ’équation aux dérivées partielles vérifiée par g
Déterminer g

En déduire f.

AR

£
Il Exercice 5 ',
On cherche les solutions f : R? — R de 1’équation Af = 0 pouvant s’écrire sous la

forme f(z,y) = ¢(z% + 32).
1. Exprimer les dérivées partielles premiéres et secondes de f en fonction de ¢.
2. Montrer que ¢ est solution d’une équation linéaire du second ordre. (On posera
t=a%+y%)
3. En se ramenant & une équation du premier ordre, déterminer ¢
4. En déduire les fonctions f.

E |

xercice 6 |
On donne des domaines par des inéquations. Les dessiner et les décrire

Dy ={(z,y) eR?*|ly— 22" —2 <0,y —x > 0,2 > 0,z < 1}
Dy={(z,y) eR’|-1<z+y<l,-1<y-w<1}
Dy = {(z,y) € R1 <2+ < 4}
Dy ={(z,y) e R*x® +y* —2(x +2y) +1 <0,y — 22 > 0,z > 1}



(Exercice 7 |

(Exercice 11 |

| Exercice 7 |
On décrit des domaines géométriquement. Les dessiner et les représenter par des

inéquations.
1. Dy est lintérieur (bord compris) du triangle ABC avec A(1,1), B(2,4) et
C(4,2).
2. Dy est Pensemble des points qui sont & Pintérieur du quadrilatere ABC'D (bord

non compris) et & l'extérieur du disque fermé de centre 2 et de rayon 1, avec
A(1,0), B(1,3), C(3,5), D(4,1), (2,2).

-
Il Exercice 8 ',
On pose

D={(z,y) €eR*|z >0,y > 0,2 +y < 1}

= //D zy(z + y)drdy,

Calculer

s
Il Exercice 9 ',

Soit D =[0,1] x [1,2] et f: D — R.

(z,9)

1+a2y

1. Calculer / f en intégrant f d’abord en y, puis en x.
D

2. Calculer / f en intégrant f d’abord en z, puis en y.
D

4
[E |

{ Exercice 10 ;|
Dans les cas suivants, calculer [[, f(xz,y)dxdy :

L D={(z,y) eR}0<z <L,z <y<a}et flz,y) =z +y.
2. D={(z,y) ER*1 <2 <2,0<ay < 5} et fz,y) = cos(ay).
3. D={(z,y) eR?1<a® +¢2> < 9,2 <0,y =0} et fz,y) = /22 + 12

11

{ Exercice 11 |
On veut calculer

I= /// rdxdydz, D=
D

On note T, I'intersection de D et du plan P, horizontal de hauteur z.

{(z,y,2) €R}z >0,y >0,2> 0,z +y+2z <1}

1. Déterminer pour quels z l’ensemble T, est non vide. Dans ce cas, décrire
géométriquement T, .

2. Pour z fixé tel que T, soit non vide, calculer
/ / rdzxdy
(z,y)€T:

ey

3. En déduire la valeur de I.

Exercice 12 |
Soit D = {(z,y,2) €ER3 |0 <2< 1et 0<a?+y? < 2%} et f lafonction définie sur

R3 par f(z,y,z) = 2%2. Calculer /// f. (Indice :

D

on pourra faire un changement
de variable cylindrique)

e
E

xercice 13 |
Calculer la valeur de l'intégrale sur la sphere de rayon 1 de la fonction f définie par

f(x,y,2) = 22 + y2. (Indice : on pourra faire un changement de variable sphérique)

3
Il Exercice 14 I,

(z—3)?2  v°
AR AP |
1

Soit la surface
p-{wuner |

On considere le tore obtenu en faisant tourner D autour de 'axe O, (tour complet).
On veut calculer le volume de ce tore.

1. Déterminer les réels a,b et les fonction f1, fo telles que :
seulement si a <z < bet fi(x) <y < folx).

2. A la calculatrice, faire une représentation graphique de D. A quelle figure res-
semble D ?

3. Calculer l'aire de D.

(z,y) € D si et

4. On admet que le centre de gravité G est le centre de symétrie de D. Déterminer
ses coordonnées graphiquement.

5. En déduire le volume du tore.
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