8. Géométrie et équations cartésiennes

Ce chapitre aborde les objets fondamentaux utilisés en géométrie : droites et cercles
dans le plan, plans, droites et spheres dans ’espace. Les objectifs du chapitre sont de
connaitre et savoir calculer les équations qui caractérisent les objets, savoir les utiliser et
déterminer les intersections entre différents objets. On commencera par travailler dans
le plan uniquement, puis on s’intéressera a 1’espace.

Equations d’un ensemble de points

Soit A un ensemble de points du plan P (par exemple, A peut étre un point, une droite, la
réunion de 3 droites, un cercle, une ellipse, le plan en entier, ou méme ’ensemble vide...)
ou un ensemble de point de I’espace £ ( un plan, une droite, une sphére, un cone,....).
On se place dans un repere, et on cherche a deviner si un point est sur A juste par
observation de ces coordonnées. On va voir deux types d’observation sur les coordonnées :
les équations cartésiennes et les équations parametriques (ou parametrées).
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Définition.

Soit (O, i, j) un repére du plan. Soit F une fonction de deux va-
riables & valeurs réelles. On dit que Déquation F(x,y) =_> g est
i, J) s

et seulement si, pour tout point M du plan de coordonnées (z,y), on a
I’équivalence :

une équation cartésienne ) de ’ensemble A dans le repere (O,

M(z,y) e A = (F(:my) est défini et F(z,y) = 0),

— = o
Soit (O, i, j,k) un repeére de l'espace. Soit F' une fonction de trois
variables & valeurs réelles. On dit que l'équation F(z,y,z) = 0 est
2 2 25 - -
une équation cartésienne ) de 'ensemble A dans le repere (O, i, j, k)
et seulement si, pour tout point M de 'espace de coordonnées (z,y, z), o
a ’équivalence :

M(z,y,z) € A — (F(x,y, z) est défini et F(z,y,2) = 0).

Exemple. Lorsqu’on dit que la droite D a pour équation y = —2x + 1, cela signifie que
pour tout point M du plan de coordonnées (z,y), on peut écrire : M(x,y) € D <—
2z +y — 1 = 0 (équation cartésienne). Le point A(2, —3) vérifie 2 x 2 —3 — 1 = 0 donc
c’est un point de la droite. Par contre, le point B(1,5) donne 2 x14+5—1=6 # 0,
donc il n’est pas sur la droite.
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'. Exercice 1 ',
Soit A I’ensemble du plan défini par I’équation cartésienne

$2 y2
?4-2—6—0

Les points A(1,2) et B(2,—4) appartiennent-ils a .47

Technique. Pour établir ’équation cartésienne d’un ensemble A :
— On pose un point ( M (z,y) ) (dans le plan) ou ( M (x,y,z) ) (dans Iespace) .
— On place M dans I’ensemble A :

— on cherche a exploiter les propriétés géométriques de M pour établir une équation.

Remarque :

1. Notons que si F(z,y) = 0 est une équation cartésienne d’une partie A alors
12F(z,y) = 0, F(z,y)?> = 0 ou encore (¥ = 1 sont aussi des équations
cartésiennes de A. Il n’y a donc pas du tout unicité de I’équation cartésienne
de A. De méme pour les équations cartésiennes dans l’espace.

2. Une fonction réelle définie par y = f(x) est I’équation cartésienne de sa courbe
représentative.

)

Début

Précédent

Suivant

Table

Plein écran

Fermer

—_—



Définition.

- =
Soit (O, i, j ) un repere du plan.

r = f()\l /\2 ..... )
M(z,y) e A= Y
(2,y) { y = g(A1,Ae,..00)
avec A1, Ag, ... des réels qu’on appelle ( parametres ) et f, g des fonctions de

plusieurs variables, chaque parametre ayant son propre ensemble de valeur.
Ce systeme est appelé ( une représentation parametrique ) (ou équation pa-

ramétrée) de 'ensemble A.

Définition.

== o . ,
Soit (O, i, j,k) un repere de l'espace.

r = f()\l,)\g, ..... )

M('Iay:'z) cAs Yy = g()\l,)\z, ..... )
zZ = h()q, )\2, ..... )
avec Aq, Ao, ..... des réels qu’on appelle parametres et f, g, h des fonctions de

plusieurs variables, chaque parametre ayant son propre ensemble de valeur.
Ce systéme est appelé une représentation parametrique ou équation
paramétrée de I’ensemble A.

= f(@®)

Exemple. (Avec un parametre) Un ensemble défini par { ; — g avec t réel,

est une courbe paramétrée dans le plan. On verra comment étudier et tracer ce type de

courbe ultérieurement.
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Fvareica 9
Exercice 2

EXercice 2 §
Soit F l’ensemble du plan défini par le systeme paramétrique { z i :?If((f))
avec t € [0, 27]. Les points C (‘/Ti, \/75) et D (\/§, 1) appartiennent-ils a F ?

2. Equations dans le plan

Soit (O; 7, ?) un repere du plan et B = (7, 7) la base qui lui est associée. On notera
(z,y) les coordonnées d’un point dans ce repere, et on cherche les méthodes pour établir
des équations cartésiennes de figures simples dans le plan droites et cercles.

On pose D une droite passant par un point ( A(za,ya) ) et dirigée par le vecteur
U (a, B) ).

Technique. Soit M(z,y) un point du plan. On commence pas une caractérisation

-
géométrique : — AM et U sont .

Il y a deux manieres d’utiliser la colinéarité :

— —
1. AM et W sont colinéaires <= il existe un parametre t € R, tel que AM .
On traduit cette égalité en coordonnées et on a

T—xA\ « r=xp+ta
(yyA> _t(ﬂ> <:){ y=ya+tp

On obtient une représentation paramétrique de D.

A Dinverse, si la solution d’un systéme s’écrit de cette maniere, alors la solution est
une droite passant par le point de coordonnées A(z4,ya) et dirigée par le vecteur

U (a, B).
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— —
2. AM et W sont colinéaires <= detg(AM ,7) = 0. En calculant le déterminant

avec les coordonnées, on obtient une équation de la forme ( )
Début
ax+by-+c=0 e
Précédent
avec a, b, ¢ des réels. C’est ( I’équation cartésienne ) de la droite.
Suivant
A Tlinverse, une équation de cette forme représente toujours une droite dans le b
apole
plan.
— Le vecteur 7 de coordonnées (a,b) est un vecteur orthogonal a la droite (on Plein écran
dit aussi ( normal ) a la droite). -
. . . , ermer
— Pour obtenir un point de la droite, on fixe une des deux coordonnées et on
—_—

déduit 'autre par 'équation.
— Pour trouver un vecteur directeur #, il faut trouver un vecteur orthogonal a 7.

Par exemple, @(—b, a) est un vecteur directeur de D, car U =—batab=0
et WL 7.

Remarque : Lorsque la droite D n’est pas dirigée par 7, on peut mettre ’équation
sous la forme y = mz+p, avec m le (_coefficient directeur ) et p I'( ordonnée a ’origine
de la droite.

'. Exercice 3 ',
Soit (O; _z>, 7) un repere orthonormal. Déterminer une équation cartésienne de la
droite D passant par les points A(2,3) et B(—4,7). Donner un vecteur normal &
D.

|l Exercice 4 ',
Soit (O; 7, 7) un repere du plan. On considere la droite D d’équation 22 —5y+8 =
0. Déterminer une représentation paramétrique de D.

ll Exercice 5 ',
Soit (O; —z>, 7) un repere orthonormal. Déterminer une équation cartésienne de la
droite D passant par A(2,3) et de vecteur normal 7 (1, 2).




Définition 4.
Soit D et D’ deux droites de vecteurs directeurs respectifs U et V. Les
droites D et D’ sont dites :

— ( paralleles ) si, et seulement si, U et U sont colinéaires.

— ( perpendiculaires ) ou ( orthogonales ) si, et seulement si les vecteurs
U et U sont orthogonaux.

Technique. Soient R un repére cartésien de plan et D et D’ deux droites d’équations
cartésiennes respectives

D:ax+by+c=0 et D :dz+by+c =0.

Pour étudier les positions respectives de D et D', il suffit d’étudier les vecteurs directeurs
u(—b,a) et @'(=V,a) :
— Si detg(@, @) = 0, alors les droites sont paralleles.
— Si detp(@, @) # 0, elles sont sécantes. De plus, si le repere R est orthonormal et
U = 0, alors les droites sont perpendiculaire.

Propriété.

Soit D une droite d’équation cartésienne ax+by+c = 0. Les droites paralleles
a D sont les droites dont une équation cartésienne est de la forme

ar+by+~v=0, avecyeR.
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Définition 6.

Soient D une droite du plan et My un point quelconque. La
distance de My a D ) est la distance MygH ou H est le projeté orthogo- Précédent

nal de My sur la droite D. On note cette distance d(Moy, D).

Début

Suivant

Table

-[ Propriété 7. }
Soient D une droite du plan et My un point quelconque. Pour tout point P
de D, on a MyP > d(My, D) avec égalité si, et seulement si, P est le projeté Fermer
orthogonal de My sur D.

Plein écran

—_—

Autrement dit, la distance de My a D est la plus petite distance du point
My aux points de la droite D.

-[ Propriété 8. }

Soient (O; 77 7) un (repére orthonormal), My (0, yo) un point du plan et
D une droite d’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0. La distance de My a D
est donnée par :

_ |ax0+byo+c|.

d(M07D) \/m

Démonstration.
3
[ || Exercice 6 ',

Calculer la distance du point A(—2,1) a la droite D d’équation 3z — 4y + 4 = 0.



Soit D:ax+by+c=0et D :ad'z+by+ ¢ =0 deux droites du plan. Soit M (z,y) un
point du plan. On a

, ar+by+c=0
M(z,y) e DND <= { x4 by -+ =0
Trois cas peuvent se présenter (c.f. systéemes) :

— Le systéme admet une seule solution (x4,y4). Cest & dire les droites D et D’

sont en A(za,y)-
— Le systeme admet n’a pas de solution. C’est a dire les droites D et D’ sont
parallgles ) (aucun point commun).

— Le systeme admet une infinité de solutions. C’est & dire les droites D et D’

sont (ce qui se traduit par le fait que les deux équations sont

proportionnelles).

Le plan est muni d’un repére (O, 7, 7) Attention, il est indispensable

que le repere soit orthonormal car on utilise les formules de calculs des distances a partir
des coordonnées !

Technique. (Etablir I’équation d’un cercle.) On considere C un cercle, de centre A(c, d)

et de rayon r. Soit M (z,y) un point du plan,.
Le cercle C est formé de tous les points qui sont & distance  du centre A (caractérisation
géométrique) :

MecC & AM =r
Les coordonnées de AM sont (z —c,y —d) donc AM = \/(x —¢)2+ (y—d)2 =r. On
éleve au carré, on développe et on met tout a gauche de 1’équation (pour avoir au bout
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=0 ). on met les termes dans l’ordre suivant : 22, y%, x,, ce qui donne une expression
de ce style :

(22 +2+da+ My +0=0]

C’est I’équation cartésienne du cercle C.

2
'. Exercice 7 ',
Donner I'équation cartésienne du cercle de centre Q(2,—1) et de rayon 4.

A Tinverse, une équation cartésienne de la forme z2? + 3% — cx — dy + e = 0, représente
un cercle ou I’ensemble vide.
Pour déterminer ’ensemble, on a besoin de (La forme canonique d’un trin()me.) On

veut transformer une expression z® + az en identité remarquable de la forme (z + #)2.

On pose & = 3, et on développe l'identité remarquable
a\? 9 a? a\? 9

(x+§) =z —&-am—kz < <x+§> —— =2 +ax

C’est la mise sous la forme canonique.

Exemples.

Technique. (Trouver un cercle a partir d’une équation.) Soit C un ensemble de points

du plan d’équation 22 4+ y? — cx — dy + e = 0 qu’on cherche & identifier. On pense que
c’est un cercle, et on voudrait son centre et son rayon. Soit M (x,y) un point du plan.

MeCosr?+y’—cx—dy+e=0s2—cx+y> —dy+e=0
S—— —

On fait deux fois la technique de la forme canonique (pour x et pour y ) puis on regroupe
toutes les constantes a droite. On obtient une expression du genre :

(z+ W) +@y+0)?=C

On distingue deux cas :
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— si C' < 0. C’est impossible que la somme de carrés soit négative donc C est
I'ensemble 0. )

— si C' > 0, on met une racine carré sur le total. Début
Précédent
Va+ 82+ +0)7 =VC réceden
Suivant
On reconnait la formule AB = \/(mA —xp)° + (ya — yp)®, avec le point M (z,y) Table
et un nouveau point qu’on doit définir :Q2(—d, —Q). L’équation précédente de- Plein écran
vient alors
QM = \/5 Fermer
-—_

Ce qui signifie que tous les points M vérifiant I’équation de C sont a distance fixe

VC du point . Donc C est un de centre €2 et de rayon VC.
[E '

{ Exercice 8 }
Soit (O;?,?) un repere orthonormal du plan. Reconnaitre la partie du plan
représentée par 1’équation x2 4 y2 — 6z + 2y +4 = k pour k = 3 puis pour k = —7.

-[ Propriété 9. }
L’intersection d’une droite D et d’un cercle C de centre €2 et de rayon R est

— D’ensemble vide si d(£2,D) > R.
— un point unique T si d(Q,D) = R, on dit alors que D et C sont

tangents en 7',
— deux points distincts si d(Q,D) < R,




V& &

Remarque : Un systeme d’équation correspond a l'intersection des figures représentée

par ces équations. Donc, si I'intersection est non vide, on détermine le ou les points

d’intersection en résolvant le systéme contenant 1’équation du cercle et celle de la droite.
Y

3

-[ Propriété 10. }
Les dessins suivants présentent les différentes positions relatives de deux
cercles.

On peut préciser que deux cercles de rayons R et r et de centres {2 et w ont
une intersection non vide si, et seulement si,

IR—7r| < Qw< R+

(99 (o (56

Technique. Soit (O; 7, 7) un repére orthonormal du plan. Soit C : 2% +%%—cx—dy+e =
Oet C':2%2+y? —Cx — Dy+ E =0. On cherche leur intersection.
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Soit M(z,y) un point du plan. On a

—
2 2
’ T2ty —cr—dy+e=0 (L1) Débu
M(z,y) eCNC <:>{x2+y2—0x—Dy+E:O (Ls) ébut
Précédent

{ 224y’ —cx—dy+e=0

(c—=Clz+(d—D)y+E—e=0. (Lo e) etz

Table
On doit distinguer deux cas :

. . 5 Plein écran
— Si(c¢,d) = (C, D), alors Ly devient E—e = 0. Les deux cercles sont ( concentriques
(méme centre). Ils sont confondus s’ils ont le méme rayon (dans ce cas E = e) et (e
ont une intersection vide dans le cas contraire. -

— Si (¢,d) # (C,D), les deux cercles ne sont pas concentriques. La deuxieme
équation est celle d’une droite D. Cette droite est appelée 1'(_axe radical ) des
deux cercles C et C’. Les points d’intersection de C sont les points d’intersection
de D et C, que 'on sait déterminer.

o
'. Exercice 9 ',
On rapporte le plan au repere orthonormal (O; 7, 7) Déterminer les éventuels

points d’intersection de C : 22 + 92 —6y+4=0et C' : 22 +y?> +z — 3y = 0.

Propriété 11. }
Soient A et B deux points distincts du plan.

— ?
L’ensemble des points M tels que MA.MB = 0 est le cercle de diametre
[AB].




Démonstration. Soit I le milieu du segment [AB] et M un point du plan. On a
0=MA.MEB = (M + TA) . (MI +TB) = MI* + M1 . (TA+ TB) + TA . TB

.—)
OnalA= —fg , donc le deuxieme terme est nul. On calcule le troisieme avec les normes
et les angles :

TA.TB = ||TA||.|TB]| cos(TA, TB) = @AB) (;AB) x (=1)

On obtient alors : )
1 AB
0=MI*— <2AB> = MI = -

Donc le point M est sur le cercle de centre I et de rayon Az—B, c’est a dire le cercle de
diametre [AB].

3
|| Exercice 10 ',
On rapporte le plan au repere orthonormal (O; 7, 7). Soit A(1,2) et B(—3,4).

Déterminer une équation cartésienne du cercle C de diametre [AB] de la forme
22 +y%2 — Cx — Dy + E = 0 sans calculer ni son centre, ni son rayon.

3. Equations dans 1’espace

%
On se place dans un repere R(O; 7.7, k) de l'espace.

(Caractérisation géométrique d’un plan P :)

1. Par trois points non alignés.
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2. Par un point A(z4,y4,z4) et deux vecteurs directeurs (o, 3,7) et 7 (e, 3/,7).

On dit aussi que (@, ¥) est une base de la direction de P. )
3. Par un point A(xa,ya,z4) et un vecteur 7 normal au plan P (orthogonal au plan). Début
Voir plus loin Précédent
Technique. Soit M (z,y, z) un point. Suivant
—
MeP — Is,t € R, AM =tU + s0. Table
En passant aux coordonnées, on a Plein écran
Fermer
T—T4 «a o rT=x4+at+a's
y—ya | =t|[B|+s|8 | & y=ya+pBt+p5's ((t,s) € R?). —
z—za 5 ~' Z2=za+t+7's

C’est un parametrage du plan P.

A Tinverse, un tel paramétrage représente le plan contenant le point A(za,y4,24) et
dirigé par les vecteurs (o, 8,7) et ¥ (o, B',7") lorsque les triplets (o, 8,7) et (o, 3',7')
ne sont pas proportionnels.

e
'. Exercice 11 ',
Déterminer une représentation paramétrique du plan passant par le point A(1,0,1)

et de vecteurs directeurs @(1,2,1) et (0,1, —1)).

Technique. (Equation cartésienne d’un plan) Soit M(x,y,z) un point de l’espace.
—
M € P si et seulement si AM , 1,7 sont , c’est & dire si et seulement si

dets(AM, @,7) = 0

Puis on calcule le déterminant avec les coordonnées et on obtient une équation de la
forme

(ax+by+cz+d:0)




C’est une ( équation cartésienne ) du plan P.

A Tinverse, une équation ax + by + cz + d = 0 est celle d’un plan P.

3
|| Exercice 12 ',
L’espace &£ est rapporté a un repere orthonormal (O; ¢ ). Déterminer une
équation cartésienne du plan P passant par A(1, —1,2) et dirigé par les vecteurs

©(2,0,1) et U (2,1,0).

- = =
gk

)

Technique. On peut passer directement d’une équation cartésienne a une équation
paramétrique et inversement :

1. Si on a une équation cartésienne, on la considére comme un systéme qu’on résout
avec la méthode du pivot de Gauss. On obtient les solutions (donc le plan) ex-
primées sous forme paramétriques.

2. Si on a une représentation paramétrique, on peut en déduire un point du plan
et deux vecteurs directeurs, et appliquer la technique avec le déterminant pour
trouver I’équation cartésienne.

Définition 12.

On dit qu’un vecteur T est orthogonal (ou normal) & un plan P si, et
seulement si, T est orthogonal a tous les vecteurs de P.

Dans un repere orthonormal,le plan P d’équation cartésienne ax + by + cz +
d = 0 admet ﬁ(a7 b, ¢) pour vecteur normal.

Remarque : Si on connait « et ¥ deux vecteurs directeurs du plan non colinéaires,

alors on peut prendre comme vecteur normal (7 = 4 A U ).

Technique. On cherche une équation cartésienne du plan P passant par le point A
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(connu) et de vecteur normal 7. Soit M un point :
— —
M(z,y,z) e P AM1i< AM -ii=0

Puis on calcule le produit scalaire avec les coordonnées pour trouver ’équation cartésienne
du plan.

e aa)
{ Exercice 13 |
—

_>
On munit ’espace d’un repere orthonormal direct (O, 7, 7, k). On considére le
plan P passant par les points A(1,0,—2), B(0,2,1) et C(—1,—1,0). Calculer un
vecteur normal au plan et en déduire une équation cartésienne de P.

-[ Propriété 13. }

— —
Soit un repére orthonormal direct R = (O, Tk ), P un plan de I’espace
d’équation cartésienne ax + by + cz + d = 0 et A un point de coordonnées
(za,y4a,24). La (_distance de A & P ) est

_|aza +bya +cza+d|

WP = e a

(Positions relatives de deux plans de l’espace)

D Plans paralleles (stricts ou confondus). Dans ce cas,

-

/ les vecteurs normaux des deux plans sont colinéaires.
%
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’ Plans sécants selon une droite. Les vecteurs
AA A normaux ne sont pas colinéaires.

Rappel ) Dans l’espace aussi, une droite est la donnée d’un point A(x4,y4, 24) et d’un
vecteur non nul 7(04, B,7) ou, ce qui revient au méme, de deux points distincts.

Technique. (Equation paramétrique de droite)On utilise la colinéarité :

MeD <= R, AM =11,

En passant aux coordonnées, on a :

T —TA a r=xp+at
y—ya | =t|B| e y=ya+pt (t €R).
Z—2zA ¥ z=2za+t

C’est une ( représentation paramétrique ) de la droite D.
Réciproquement, une telle représentation paramétrique représente la droite contenant
le point A(za,ya,24) et dirigée par le vecteur 7(04, B,7)-

8
'| Exercice 14 ',
Donner une représentation paramétrique de la droite passant par A(0, —3,2) et de

vecteur directeur ¢’ de coordonnées (1,3, —2).

Systeme d’équations cartésiennes d’une droite. ) On a vu que deux plans sécants se
coupalt selon une droite. C’est la méthode pour trouver la représentation cartésienne
d’une droite.

Soit D une droite de I’espace. On construit deux plans contenant la droite :
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— On construit P; un plan contenant un point de la droite et le vecteur directeur de
la droite (ou deux points de la droite). Pour faire I’équation du plan, on rajoute
un deuxieme vecteur non colinéaire a celui de la droite. On obtient une équation
ar +by+cz+d=0.

— On construit Py un autre plan, de la méme maniere. On obtient une équation
a'r+by+cz+d =0. Attention & ne pas obtenir deux fois le méme plan!

Comme P; et Py contiennent tout les deux la droites D, leur intersection est exactement
D. Donc I’équation de D est le contenant les deux équations des plans :

ax + by 4+ cz + d =0
adr + bVy + dz + d =0

Réciproquement, un tel systéme représente la droite définie comme l'intersection des
deux plans d’équations cartésiennes ax + by +cz+d=0et a’'x + by + 2z +d =0.

Remarque :

1. Une équation du type ax + by + cz + d = 0 représente un plan et
une droite. Une droite est toujours définie par un systeme de équations
équations cartésiennes.

2. Le premier plan az + by + cz +d = 0 a pour vecteur normal 7(a, b, ¢), le deuxiéme
plan a’z+b'y+c'z+d’ = 0 a pour vecteur normal 7’ (a’, ¥, ¢’). On pose 7
c’est un vecteur directeur de la droite D.

3
l Exercice 15 ',
Soit D la droite définie par le systeme

r + 2y — 3z 4+ 1 =0
20 — gy £z 28— ()

Donner une représentation paramétrique de la droite D.

)
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-[ Propriété 14. }

Soit D la droite passant par le point A et de vecteur directeur . Pour tout
point M de l’espace, la ( distance de M a D ) est

_|AM AR

AMD) ="

(Positions relatives de deux droites de l’espace) Soit D et D’ deux droites de ’espace,
on a alors les cas suivants :

— D et D' sont ( paralleles ) sans point commun ;

— D et D’ sont paralleles avec un point commun et alors elles sont { confondues
— D et D' ont un unique point commun : elles sont alors { sécantes

— D et D' n'ont pas de point commun et ne sont pas paralleles. Elles sont alors
non coplanaires

)

b

Remarque : Si les droites sont paralleles, sécantes ou confondues, elles sont ( coplanaires ).

Définition 15.

Deux droites sont dites ( orthogonales ) si leurs vecteurs directeurs sont or-
thogonaux.

Deux droites sont dites ( perpendiculaires ) si elles sont orthogonales et
sécantes.

- = 2
L’espace est rapporté & un repere orthonormal (O; i, j, k).

)
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Définition 16.

Soit © un point de l'espace et R > 0. La ( sphere ) de centre €2 et de rayon
R est ’ensemble des points de ’espace tels que QM = R.

Technique. On veut établir 'équation de la sphere de centre Q(zq, ya, 2zq) et de rayon
R. Soit M(x,y,z) un point quelconque de l'espace. M appartient & la sphere S si, et
seulement si

QM:R(:)\/(x—xg)2+(y—yg)2+(z—zg)2:R

On met au carré et on développe tout. On obtient une équation de la forme
P24y + 22 —ar—by—cz+d=0

C”est ( ’équation de la sphere

]
|| Exercice 16 ',
Déterminer 1’équation de la sphere de centre (0,2, —2) et de rayon v/6.

Inversement, & partir d'une équation 2% +y%+ 2% —ax — by — cz +d = 0, il faut factoriser
avec les formes canoniques (une pour z, une pour y, une pour z) pour savoir si ¢’est une
sphere (méme méthode que le cercle dans le plan).

)
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4. TD 8 Géometrie

)
3
|| Exercice 1 ', i
(%) Déterminer une équation cartésienne de la droite D passant par les points
A(1,2) et B(—1,3). En déduire un vecteur normal & D. Le point C(3, 1) appartient- Précédent
il & cette droite ? Suivant
2
'. Exercice 2 ', Table
(%) Déterminer une représentation paramétrique de la droite A passant par le point P
A(1,1) et de vecteur directeur #(—2,3). En déduire une équation cartésienne de
A. Quelle est la distance du point C(3,1) a la droite A ? Fermer
r—. ] —_—
{ Exercice 3 |

(%) Dans le plan rapporté a un r.o.n.d. (O, 7, 7), on considére le point A(1,1) et
le point B(—3,2). Déterminer une équation des droites (AB) et (OA).

'. Exercice 4 ',
(%) Dans le plan muni d’un repére orthonormal (O; 7, 7), on considere les points
A(-1,1), B(3,—1), C(1,4). Déterminer les coordonnées du point H, projeté or-
thogonal de C sur la droite (AB).

3
|| Exercice 5 ',
(%*) Dans le plan muni d’un repere cartésien, déterminer 'intersection des droites

D d’équation 2z + 5y — 10 = 0 et D’ passant par A(—1,2) et dirigée par ©(3,2).
2

|l Exercice 6 ',

(#x) On considere un triangle ABC, le milieu E du segment [BC] et le milieu F

de [AE]. Les droites (BF) et (AC) se coupent en G.
1. Calculer les coordonnées, dans le repere (A; ﬁ, ﬁ), des points E, F et G.
2. En déduire le nombre réel ¢ tel que @ = t@ .




s
[ Exercice 7 '

oxercice ¢ §
(%) Les bissectrices de deux droites représentent I’ensemble des points équidistants
de ces deux droites. Soit D et D’ d’équations respectives 3z — 4y +4 = 0 et
122 + 5y — 5 =0.

Déterminer une équation cartésienne de chacune de leurs bissectrices.Quelle re-
marque pouvez-vous faire sur ces bissectrices ?

-
[ Exercice 8 '

EXercice °
(%) Soit ABC un triangle. Déterminer, dans le repere R = (A;E,ﬁ) des
équations cartésiennes des médianes du triangle et retrouver que ces trois médianes
sont concourantes.

3
f Exercice 9 '

)
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==
(%) Soit (0;7,7) un repere orthonormal du plan. Déterminer une équation

cartésienne du cercle C de centre (1, —5) et de rayon /5.
[E |

{ Exercice 10 |
(%) Dans le repere orthonormal (O; 7, 7), donner une équation cartésienne du

cercle passant par O, A(3,0) et B(1,1).
e
[ Exercice 11 |

Loxercice 22 J
(% * x) Dans le plan muni d’un repére orthonormé, on note C le cercle d’équation
2% — 2z +y? = 0. Soit A le point de coordonnées (4, 0). Déterminer les équations
des tangentes & C passant par A.

[E |

{ Exercice 12 }
(%) On rapporte le plan au repere orthonormal (0;7,7). Déterminer les

éventuels points d’intersection de D :x +3y —4=0et C, : 22 +y?> — 6y +k =0
pour k =4, k=13/2 et k = 14.

—_—



[E |

{ Exercice 13 |
(***) Soit un point A et une droite D passant par A. & tout point M du plan, on
associe son projeté orthogonal H sur la droite D. Choisir un repere orthonormal
du plan pour déterminer analytiquement 1’ensemble des points M tels que M A% =
2MH.

[E |

{ Exercice 14 |
(* % %) Le plan est rapporté a un repere R = (O; i, j
points de coordonnées (z,y) dans le repere R tels que

). Soit E ’ensemble des

w2 —zy— 2 +4z—2y+4=0.

1. Déterminer les coordonnées des points communs a E et aux axes du repere.
On note A lintersection de E avec I’axe des abscisses, B et C' les intersections
de F avec ’axe des ordonnées.

2. On pose le repere R’ = (4; E, R) Etablir les équations de changements
de repere.

3. Déterminer 1’équation cartésienne de E dans le repére R’ et en déduire ’en-
semble (E).

)
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[E |

{ Exercice 15 |

espace est rapporté au repere R = (O;

%

. Donner une équation cartésienne du plan P; dont une représentation pa-
ramétrique est

- = =
’ i, 7,k

(
(

)

)

). On note B la base

) 9

*x) L
—-
1, )

)

r = 1 + t + s
y = 1 — t +
z = 0 + 2t —

2. Donner une représentation paramétrique du plan Py d’équation cartésienne
r+y—2z+1=0.

)
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{ Exercice 16 |
(x) Soit D la droite admettant pour systeme d’équations -cartésiennes

-y —z =1 , . , . .
{ 23; y —I-z P Déterminer une représentation paramétrique de cette
droite. Donner un point appartenant a cette droite et un vecteur directeur.
3
l Exercice 17 ',

- = =
(%) L’espace £ est rapporté a un repere orthonormal (O; i, j, k

).

1. Déterminer une équation cartésienne du plan P’ passant par les trois points
A(-1,1,1), B(1,—-1,1) et C(1,1,-1).

2. Déterminer une équation cartésienne du plan P” passant par A(—1,1,1) et
normal au vecteur (2, —1,—1).

—_—



[E |

{ Exercice 18 |

- = =
(%%) L’espace & est rapporté a un repeére orthonormal (O; i, j, k

).
1. Trouver un paramétrage du plan P d’équation cartésienne 2x—y+3z—1 = 0.
Donner une base de la direction de P (des vecteurs directeurs).

2. Trouver un paramétrage puis un vecteur directeur de la droite D donnée par
2c+y—42=6

le systeme d’équations cartésiennes
T—y+3z=2.

[ Exercice 19 I

Loxerace 295
(%*) L’espace & est rapporté a un repeére orthonormal (O;
B(1,—1,0) et C(0,1,—2) trois points de &.

7,7, ). Soit A(1,1,0),

1. Déterminer une équation du plan (ABC).

2. Déterminer une équation du plan parallele au plan (ABC) passant par le
point D(1,1,1).

3. Déterminer deux plans dont Pintersection est la droite (AB) et en déduire
une représentation cartésienne de (AB).

[E |

)
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{ Exercice 20 |
(%%) L’espace & est rapporté a un repére orthonormal (O; 7}7 7, ?)
Soit D l'intersection des plans d’équations x =2z + 1 et y =z — 1.
Soit D’ 'intersection des plans d’équations x = z + 2 et y = 3z — 3.
Montrer que D et D’ sont coplanaires et déterminer une équation cartésienne du
plan les contenant.

—_—



Fearciea 21 |
Exercice 21

(DX€Tcice <2 |
(%%) L’espace & est rapporté a un repeére orthonormal (O; z ] k ).
1. Déterminer la distance du point A(1,—2,3) au plan d’équation P : 22+ 3y —

4z = 6.
2. Calculer la distance du point B(1,1,1) au plan Q représentépar le pa-
ramétrage
r=24+A+p
y=3—-A+2u (A, p) € R,
z=14+2\+pu
|' Exercice 22 ,'

)
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%
(%%) L’espace & est rapporté a un repeére orthonormal (O; i, j, k).
1. Déterminer la distance du point A(1,—2,3) & la droite D passant par
B(0,1,2) et dirigée par U (4,3,1).
2. Calculer la distance du point B(1,0, —1) & la droite D’ donnée par le systeme
THytz=2

) . L.
d’équations cartésiennes e+ 2+ z=0.

£
'| Exercice 23 ',
(*%%) L’espace £ est rapporté & un repere orthonormal (O; @ , k).On considere
la droite D passant par ’origine, de vecteur directeur U = (3, ,4) et la droite D’

passant par le point A = (1,0,2) et de vecteur directeur v = (0,1,1).

1. Montrer que ces deux droites ne sont pas coplanaires.

2. Déterminer les points M de D et N de D’ tels que la droite (M N) soit
perpendiculaire a D et D’ A la fois.

—_—



[E |

{ Exercice 24 |

- = =
* % % espace est muni un repere ortnonorma s vy 7, o 11 conslaere
L’ E est id ¢ th 1(O;4,75,k).0 ide
les droites D et D’ d’équations respectives :
D z+y+2=0 ot D z+2y+z2z=2
r—y—2=0 rT—2y—z=2

On veut construire une droite A qui soit perpendiculaire & la fois & D et D'.

1. Déterminer un point et un vecteur directeur 4 de D. Déterminer un point et
un vecteur directeur v de D’.

2. Calculer 77 = @ A 0. C’est le vecteur directeur de la droite A. Justifier pour-
quoi.

3. En déduire un sytéme d’équation de A

)
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Rvarcica oF |
{ Exercice 25 }

(%) L’espace & est muni d’un repere orthonormal (O; _z), 7), ?) Déterminer une
équation de la sphere S de centre ©(1,0,1) et tangente au plan P d’équation
r+y+z=1.

Indice. Si la sphere est tangente a un plan, alors la distance entre le centre de la
sphere et le plan est .... 7

—_—
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{ Exercice 26 |
%

(%%) L’espace £ est muni d’un repere orthonormal (O; ¢ ). Soit P le plan

d’équation x — 2y + z — 2 = 0. On considere ’ensemble S des points M (z,y, ) tels

que

- =
’j’k

224+ 92+ 22 - 20 +4y—62—11=0.
1. Montrer que S est une sphere de centre €2 et de rayon R.

2. Calculer la distance de © a P. Que peut-on en déduire sur I'intersection du
plan P et de la sphere S 7

3. On admet que l'intersection d’un plan et d’une sphere est un cercle C. Son
centre est le projeté orthogonal de €2 sur P, déterminer ses coordonnées.

4. Calculer le rayon du cercle C.

)
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{ Exercice 27 }
(%) L’espace est muni d’un repére orthonormal direct (O, 7, J, E) Soient S ’en-
semble des points M (z,y, z) tels que 22 +y?> + 22 — 22 — 2y — 22+ 1=0et P; le
plan d’équation y + z = 4.

1. Montrer que S est une sphere dont on précisera le centre et le rayon.

2. Montrer que P; est tangent a S, puis donner les coordonnées du point de
tangence de S et P;

3. Vérifier que le plan Py d’équation y + z = 0 est parallele a P; et tangent a
S.

—_—
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