‘ 30. Séries de Fourier

1. Intégrale d’une fonction périodique

Rappel ) Une fonction réelle f est dite périodique de période T' (ou T-périodique) si
f(x+T)= f(z). Le graphe de la fonction f a un motif de longueur T' qui se répete.

-[ Propriété 1. }
Soit T" un nombre réel strictement positif et f une fonction T'—périodique et
continue par morceaux définie sur R. Pour tout o € R, on a

/a " F(t)dt = /O ’ F(t)dt.

Autrement dit, 'intégrale de f est la méme sur tout intervalle de longueur
la période T'.

(TRES IMPORTANT!) Ce résultat signifie que toutes ces intégrales du cours de la

T R . . . \

forme fo peuvent étre calculées sur n’importe quel intervalle de longueur 7. C’est a
T a+T T/2

dire qu’on peut remplacer / par / avec a un réel, ou / pour intégrer sur un

0 e}

—T/2
intervalle symétrique en 0.
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2. Coeflicients de Fourier et série de Fourier

)
Début

Définition 2. Précédent

Soit f : R — R une fonction T'—périodique et continue par morceaux sur R. BT

0 _ 27 v
n pose w = T et 'on note o

1 a0 Plein écran
- T/O f(t)dt Fermer

—_—

Vn e N*  a,(f) = ;/T f(t) cos(wnt)dt et by(f) = ;/T f(¢) sin(wnt)dt
0 0

Les nombres réels ag(f),a1(f),az(f),...,b1(f),b2(f)... sont appelés les
coefficients de Fourier ) de f.

Remarque : Lorsque T'= 27, on a w = 1.

Définition 3.

On appelle ( série de Fourier ) de f I’addition formelle infinie :

S(f)t) =ao(f)+ Z an (f) cos(wnt) + by, (f) sin(wnt))

Remarque : Si on arréte la somme & N, on appelle ga Sy (f) la somme partielle de la
série de Fourier. La notation S(f)(¢) n’a de sens pour pour les t € R tels que la suite
de nombres réels (Sy(f)(t)) est convergente. Le probleme est de savoir en quels ¢t € R
la suite (Sy(f)(t))nven converge et si en ces points S(f)(t) = f(t).



-[ Propriété 4. }

Soit f une fonction T'—périodique continue par morceaux.

9 [T/2
— Si f est , alors ag(f) = T f(t)dt et pour tout n € N*,
0

4 [T/2
bn(f) =0, an(f) = = f(t) cos(nwt)dt.
0
— Si f est , alors pour tout n € N, a,(f) = 0 et pour tout
n € N¥,
4 [T/2
bn(f) = = £ () sin(nwt)dt.

T Jo
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Exemple. Soit f la fonction impaire, 2r—périodique qui vaut 1 sur I'intervalle ]0, [,

et 0 en 0 et 7. Calculer les coefficients de Fourier de f et écrire sa série de Fourier.

8
'. Exercice 1 ',
Soit la fonction f paire et 2m-périodique telle que :

Vt e [0;7], f(t)=t

Tracer f. Déterminer le développement en série de Fourier de f.
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3. Théorémes de convergence d’une série de Fourier

)
Début
-[ Théoréme 5. } Précédent
Soit f : R — R une fonction T'—périodique et (continue par morceaux) sur Suivant
R. Alors la série numérique gl(afl( f) +b2(f)) converge et I'on a Toble
nz
Plein écran
1 (7 i
f/ (f(£)%dt = a3 (f) + 3 Z (aZ(f) +b2(f)). (Identité de Parseval) Fermer
0 n=1

Exemple. Soit f la fonction 27 périodique qui vaut 1 sur intervalle [0, 7| et 0 sur
Iintervalle [, 27].

3
|| Exercice 2 ',
Soit la fonction f paire et 2m-périodique telle que :

vt e [0;x], f(t) =t

Appliquer le théoreme de Parseval a f. On rappelle que ag = 5 et agp11 =
tous les autres coefficients de Fourier de f étant nuls.

=4
CIESE

Soit f : R — R. Pour tout « € R, on note les limites a droite et a gauche de
fen x par:

fE+0)= lim f(x) et ft=0)= lim f(z)

T—tt T—t—



—[ Théoréeme 6. }

Soit f : R — R, T—périodique et de classe (Cl par morceaux). Soit S(f)
sa série de Fourier.
Pour tout ¢t € R, la série de Fourier de f converge et on a :
— S(f)(t) = f(t) en tout point ¢ ol f est continue
— S(HE) = w aux points ¢ ol f n’est pas continue, avec
f+0) =lim, 4+ f(x) et f(t—0) =lim,_,;,— f(z). (Cest-a-dire le
milieu entre la valeur & gauche de t et la valeur & droite).

Exemple.
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-[ Théoréeme 7. }

Soit f : R — R une fonction T'—périodique, (de classe C! par morceaux) et

Ceontinue sur R>.

On note S(f) la série de Fourier de f, et (an(f))nen et (bn(f))nen~ ses
coefficients de Fourier. La série de Fourier de f converge en tout point de R
et I'on a

vieR, S(() = f0)

De plus, les séries Y a,(f) et > b, (f) sont absolument convergentes. Et pour
y

tout z,y € R, l'intégrale f(t)dt s’obtient en intégrant terme a terme la

série de Fourier de f, Cest-a-dire
Yy Yy oy
/ F(t)dt = / ao(f)dt+3 / ) sl A ool sl €
@ a» n=1v%

= (y — x)ao(f)

+oo
ﬁ [an(f)(sin(wny) — sin(wnx)) + b, (f)(cos(wnz) — cos(wny))].

n=1
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g
'. Exercice 3 ',
Soit la fonction f paire et 2m-périodique telle que :

Vt e [0;7], f(t)=t

Appliquer le théoreme de Dirichlet a f et évaluer la série de Fourier pour ¢t = 0.
On rappelle que

S(HE) = g I Z ﬁ cos(2p + 1)t
k>0

4. Forme exponentielle des coefficients de Fourier

-[ Propriété 8. }
Soit f une fonction T'—périodique et continue par morceaux. On peut définir
les ( coefficients de Fourier complexes ) (¢, (f))nez de f de la fagon suivante :

T
enlf) = 7 / £(t) e=imet dt.

La série de Fourier de f s’écrit alors (quand elle converge) :

o0

VEER, S(f)(H) = Y el(f)e™r

k=—o00

Remarque : Pour n = 0, on a cy(f) = ag(f). Pour n € N, en décomposant e~ "t =

cos(nwt) — isin(nwt), on trouve

1

) = 3@l = bal) et ealf) = 5(an(f)+iba()
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On remarque alors que pour tout n € N* c_,,(f) = ¢, (f).

11 est parfois plus facile de calculer les coefficients (¢, (f))nez & Paide de la formule
intégrale que les coefficients (an(f))nen €t (bn(f))nen+. On peut ensuite retrouver ces
coefficients a l'aide de la formule suivante :

an(f) Cn(f)+c—n(f)
bn(f) = i(cn(f) — c—n(f))-

Dans ce cadre, I'identité de Parseval est la suivante :

ao(f) =co(f), et  Vn € N¥, {

Théoréme 9. }

Soit f : R — R une fonction T'—périodique et continue par morceaux sur R.
Alors

1 T +oo
T/o (f(8))%dt = (co(£))* + ;(Icfn(f)IQ +len(£)?)-

En effet, pour tout n € N*, [c_, (f)[2+]cn (f)]2 = 2% |en(f)|? = %x [(an(f))?+(0n(£))?]
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5. TD 30 Série de Fourier

)
e
|| Exercice 1 ', Début
On considere la fonction 27 périodique f, telle que :
Précédent
i ot
Vit €] —mm], f(t)=¢e". R
1. Tracer le graphe de f. Table
2. Déterminer le développement en série de Fourier de f et sa valeur en tout Nt Eaem
point t € R.
Fermer
3. En utilisant le théoreme de Dirichlet ou le théoréeme de Parseval, calculer les
A= 5t O —
sommes suivantes : A = et B = .
n2=:0712+1 n§0n2+1
g
|| Exercice 2 ',

On considere la fonction 27 périodique f, impaire, telle que :
Vt € [0;7], f(t) = sin?(t).

1. Tracer le graphe de f.

2. Déterminer le développement en série de Fourier de f et sa valeur en tout
point t € R.

3. En utilisant le théoreme de Dirichlet ou le théoréeme de Parseval, calculer les

sommes suivantes :
A= Jrf:o (=1 et B = JrZO:o =
= @2n—1)(2n+1)(2n +3) S0 (2n—1)2(2n+1)2(2n + 3)%°




[E |

xercice 3

Montrer que pour tout ¢t € R, on a

=R 4=t

2
2t = — _—
| cos(2t)] ™ * m(4n? — 1)

cos(4nt)

=

n=

[E |

xercice 4

On considere la fonction 27 périodique f, telle que :
vt € [0;2n[, f(t) =t%

1. Tracer le graphe de f.

2. Déterminer le développement en série de Fourier de f et sa valeur en tout

point t € R.

3. En utilisant le théoreme de Dirichlet ou de Parseval, calculer les sommes

suivantes :

L

(oe]

+

n? n2

1 n

Il
—

n
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1 X (1" =1
A= — B= ,C:z_:l??.
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