33. Séries entieéres

)
Début
1. Séries entieres d’une variable complexe Précédent
Suivant
Définition 1.
- Table
Pour tout zp € C et tout r > 0, on note D(zg,r) le ( disque ouvert ) de
) . 7 Plein écran
centre zg et de rayon r et D(zp,r) le ( disque fermé ) correspondant :
Fermer
D(zp,7) ={2 €C, |z — 2| < r} et D(z0,7) ={2€C, |z — 20| <r}. | J

On note C(zp,7) le cercle de centre zy et de rayon r :

C(zo,7) ={2€C,|z— 2| =7}.



)
Définition 2.

Début
Soit zg un nombre complexe. Une ( série entiere centrée en zy ) est une série

de fonctions de C dans C notée Y an(z—20)"™. Les complexes a,, s’appellent
nz0 Suivant

les coefficients de la série entiere.

Précédent

Table
En notant D = {z € E, lasérie Y an(z — 20)" converge}, la Plein écran
n=0
fonction somme ) de la série entiere est la fonction Fermer
) ——

S: D — C
z Z;r:aan(z—zo)”.

Remarque :
— Les fonctions polynomes sont des cas particuliers de fonctions sommes de séries
entiéres, la suite des coefficients étant nulle & partir d’un certain rang.
— Le but ici est de déterminer le domaine de définition de cette série entiere, c’est-

a-dire I'ensemble des complexes z tels que la série > a,(z — 20)™ converge, et
n>=0

d’étudier les propriétés de la fonction somme.
— Pour simplifier, on considérera souvent dans ce chapitre des séries entieres centrées

en 0, ¢’est-a-dire de la forme > a,2™. Les résultats restent valables pour les séries
n>=0

centrées en zg, en posant ( Z



Définition 3.

Soit > anz™ une série entiere. L’ensemble des réels positifs r tels que
n>=0

> |an|r™ converge est un intervalle de la forme ( [0, R[ ou [0, R] ) (ou
n=0

R € R* ou R = +00). Ce nombre R est le ( rayon de convergence ) de

la série entiere Y a,z"
n=0

Exemples.

1. Soit P = Z(])V az* un polynéme & coefficients complexe. Comme la somme

N

D lailrt = laglr*

n>0 0

est finie pour tout tout r € R™, la série converge pour r € R*. Donc le rayon de
convergence est +o00.

2. Pour tout n € N, on pose a,, = 1. La série entiére centrée en 0 est g 2™, Soit
n=0
r € R, on étudie la convergence de la série :

Z 1—7’N+1 — = sir<l1
r'" - .
17 — 400 sir>1

Donc la série converge si et seulement si r € [0, 1[. Donc le rayon de convergence
de la série entiere est R = 1.

3. Pour tout n € N, on pose a,, = donc la série est Z . Soit r € RT, on étudie

n>0

nn
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ya n
la convergence de la série ) -, 5. On a
>0 7l

n+1 1 |
"t /(n+ 1)! o o<1
r™/n! n+1

donc, par critere de d’Alembert, la série converge pour tout r € RT. Donc le rayon
de convergence de cette série est R = +o0.

. Pour tout n € N, on pose a,, = n! et on étudie E nlz™. Soit r € RT, on étudie la
n=0
convergence de la série ) - nlr™ :

rtl(n +1)!

o =r(n+1)— o0

si 7 # 0, donc la série diverge pour tout 7 € R**. Donc le rayon de convergence
de cette série est R = 0.

-[ Propriété 4. ]

Soit > an,z™ une série entiere de rayon de convergence R > 0.

n=0
— Pour tout z € C tel que |z| < R, la série ) a,z" converge absolu-
n=0
ment.
— Pour tout z € C tel que |z| > R, la série Y a,z" diverge.
n=0

Si R est un réel strictement positif, le disque ouvert D(0, R) est appelé le

disque de convergence ) de la série entiere > a,z" .
n=>0

Remarque : Pour |z| = R, c’est & dire sur le cercle C(0, R), tout peut arriver.

Exemple.
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[ Exercice 1 '

Soit > a,z™ une série entiere de rayon de convergence 2. Les séries numériques

n>0
suivantes convergent-elles ?

n=0 n=0

n=0

dan2h, Y an(-2)"

n>0 n>0

s (l) Ze (D) g

)
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Fermer

-[ Théoréeme 5. }

n=0

gence R de la série entiere Y a,z" est donné par
n=0

) 1 1
tion — =0 et — = +00).
+00 0

Soit > a,z™ une série entiere dont les coefficients ay,, sont ( tous non nuls ).

Si la suite (M"H> admet une limite ¢ dans R, alors le rayon de conver-
neN

Démonstration. On étudie la convergence de Y |a,|r™ pour r € RT. Pour r # 0, on

n=0
a une série a terme strictement positif et
|anar™ = [ 11] donc lim [an ™!
|an|r" |an| n=oo ag|r"

—_—



Par la regle de d’Alembert des série, on a donc convergence si ¢ < 1, ¢’est a dire r < %
et divergence si ¢ > 1, c’est a dire r > %. Donc le rayon de convergence est R = %. )
Remarque : La regle de D’Alembert peut étre appliquée avec une série entiere dont (Dt
tous les coefficients sont tous non nuls au dela d’un certain rang. Précédent
n
Exemple. Calculer le rayon de convergence de la série entiere ». —z™. etz
n
n=1 Table
Plein écran
T Fermer
-[ Propriété 6. }
. s IR -—_
Soit Y anz™ et Y b,z" deux séries entiéres de rayons de convergence res-
n>0 n=0
pectifs R, et R, On considére la série entiere > (a, + b,)z™ de rayon de
n=0
convergence Rq4p. Pour tout z € D(0, min(Rq, R)), > (an+by)2" converge
n=0
et
—+00 +o0 —+o00
E (an +bp)2" = Z anz" + Z bn2™.
n=0 n=0 n=0

De plus, si R, # Ry alors R, = min(R,, Rp).

Remarque : Si R, = R} le rayon de convergence R, peut étre supérieur au min(R,, Ry).



-[ Propriété 7. }

Soient > a,z" une série entieére dont on note R, le rayon de convergence et
n>0
A € C. Si X\ #0, alors le rayon de convergence de la série entiere > Aa,z"
n=0

est égal a R, et

+oo —+oo
g Aanz" = A E apz”.
n=0 n=0

Si A = 0 alors la série entiére Y Aa,z™ a un rayon de convergence infini et
n>0
vaut 0 en tout point.

3
|l Exercice 2 ',
Soit > a,z™ une série entiere de rayon de convergence 2, et Y b,z une série
n=0 n=0
entiere de rayon de convergence 3. Que peut-on dire sur le rayon de convergence
de > (an —by)z"?

n=0

2. Série entiere d’une variable réelle

Soit Y anx™ une série entiere d'une variable réelle x de rayon de convergence R >
n=0

0. Le rayon de convergence de cette série entiere est défini de la méme maniere que

précédemment, mais on parle maintenant d’intervalle de convergence. Cet intervalle de

convergence peut étre [—R, R|,[—R, R[,] — R, R] ou | — R, R[ suivant que la série entiere

converge ou non en R et —R.
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-[ Théoréme 8. }

Soit Y a,z™ une série entiere de rayon de convergence R > 0 dont on note

n=>0
S la fonction somme.
1. La fonction S est continue sur Uintervalle | — R, R].
2. Sila série Y a,R™ converge alors la fonction S est continue en R.
n=0
3. Si > an(—R)™ converge alors la fonction S est continue en —R.
n=0
4. La fonction somme S est dérivable sur | — R, R|[, sa dérivée a aussi pour

rayon de convergence R et pour tout z €] — R, R[, on a

+oo
S'(x) = E napz™ "t (on dérive la série entiere terme & terme).
n=1

)
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Remarque : La série entiere dérivée s’écrit aussi : E (n+ 1Dapy12™.

n=0

—_—



—[ Corollaire 9. }

Soit Y a,z™ une série entiere de rayon de convergence R > 0 dont on note
n=0 Début
S la fonction somme. La fonction S est de classe C*™ sur | — R, R[ et pour ‘
tout k € N et tout z €] — R, R[, on a Précédent
dse too ol Suivant
(k) _ _ _ n—k _ o n—k
SR = Z nn—1)...(n—k+1aa" " = Z n k)!anaj . Table
n=~k n=~k
Plein écran
En particulier, pour tout k € N, on a S®)(0) = klay. Fermer
—_—
Exemple.

-[ Théoreme 10. }

Soit > anz™ une série entiere de rayon de convergence R > 0 dont on note
n>0

S la fonction somme. Sur | — R, R[, une primitive de la fonction S est la

fonction somme de la série entiere

> ln g
n+1

n=0

Cette série a aussi pour rayon de convergence R

Remarque : On peut donc écrire que pour tout €] — R, R[, on a

/ (Z ant"> dt = n_gntl
n+1




ce qui signifie qu’on peut intégrer la série entiere terme & terme.

Exemple.

[E |

xercice 3

Soit la série entiere

4n
s(x) = Z o 13:

n=0

de rayon de convergence 1.

n

1. Calculer la série entiere dérivée s’ et une série entiere S primitive de s.

2. Quel est le rayon de convergence de s’ et de S?

3. Développements en séries entieres

Définition 11.

Une fonction f définie sur un intervalle | — r,7[ (avec r > 0) est dite
développable en série entiere

sur | — r,r[ ¢l existe une série entiere

> apz™ de rayon de convergence R > r telle que :

n=0

Exemple.

—+oo
Ve €] —rr, f(z)= Z anx”.
n=0

)
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-[ Théoréme 12. ]

Soit f une fonction réelle développable en série entiere sur | — r,r[ (avec

r > 0)et Y a,x™ une série entiere de rayon de convergence R > r telle que
n=0

lon ait :

+oo
Ve el —nrr, flx)= Z anz™.
n=0

La fonction f est de classe C* sur | — r, r[ et les coefficients a,, sont uniques
et déterminés par la formule :

_ /™)

n!

vneN, a,

Démonstration. On a vu précédemment que la fonction somme S de la série entiere
qui coincide avec f sur | — r, 7] est de classe C* sur | — r,r[ et on a pour tout n € N,

(n)
f@(0) = S™(0) = nla,. Ceci donne pour tout n € N, a,, = ! '(0).
n!

Remarque : Si f est développable en série entiére sur | —r, r[, la valeur des coefficients
a, montre que 1’on obtient un développement limité de f en 0 a n’importe quel ordre
en tronquant le développement en série entiere de f.

Attention ) Ce n’est pas parce qu'une fonction est de classe C* sur | — r, [ qu’elle est

développable en série entiere sur | — r, r|.

)
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—[ Corollaire 13. }

Soit f une fonction développable en série entiere sur | — r,r[ et Y a,z" la
n>0

série entiere telle que :
+oo
Ve el —rr], flz)= Z anz™.
n=0

1. Si f est paire alors pour tout n € N, on a ag,+1 = 0. (ie les coefficients
devant les monémes de degré impair sont tous nuls).

2. Si f est impaire, alors pour tout n € N, as, = 0. (ie les coefficients
devant les monoémes de degré pair sont tous nuls).

)
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-[ Théoréme 14. }
L’ensemble des fonctions développables en série entiere sur |—r, r[ est un sous-
espace vectoriel de 'ensemble des fonctions définies sur | — 7, r[. Autrement
dit, si f et g sont deux fonctions développables en série entiére sur | — r, r|
et A un réel, alors f + Ag est développable en série entiere sur | — r,r].

-[ Propriété 15. }
Soit f une fonction réelle définie sur | — r,7[. Si f est développable en série
entiere sur | — r,r[, alors les dérivées a tout ordre de f et les primitives
successives de f sont développables en série entiere sur | — 7, 7.

—_—



On a déja vu :

+oo +oo
1 n "
Pour tout z €] —1,1[, on a T E_O$ et 1n(17$):f§_17
Par conséquent,
1 = RIACO (_1)77,—1
— n.n — n
Vo e]—1,1], T —nE:O(—l) " et In(l+x) —n:1 — "

n
, . - N xz .
On a vu en début de chapitre que la série entiere > — avait un rayon de convergence
n!

infini. De plus la fonction S définie par : Vz € R, S(x) = i %T est dérivable et pour
tout x € R, on a "
) 400 no._ +00 1 +o0 "
S(a:)znz::lﬁx ZT;MZ;H:S(QU).

Ainsi, la fonction S ainsi définie, est 'unique solution sur R de 1’équation différentielle
du premier ordre ' — y = 0 telle que y(0) = 1 et donc S = exp. On en déduit :

+oo o
pour tout x € R, on a exp(x) = Z e

n=0

)
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e +e "

Pour tout z € R, on a ch(z) = , donc par combinaison linéaire,

)

Début
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2
+o0 +oo 4 2 Too 2
1 ™ + (—x)" 1 24P P
h I SR == = .
ch(e) =52 nl 2 2 (2p)! 2 (2p)!
n=0  “—_—— p=0 p=0
terme nul pour n impair
e e +oo I2p+1
En écrivant que sh(z) = —5 —on obtient de méme que sh(x) = pz:;) 2T
On retient :
+oo 2p +o0 2p+1
x x
pour tout x € R, ona ch(z)= et sh(x)= —_—.
};) (2p)! = (2p+1)!
8
[ Exercice 4 |
Donner le développement en série entiere de la fonction
fla) =+
N -z

ainsi que son rayon de convergence.

(Avec une équation diﬂ?érentielle) On veut déterminer le développement en série entiere

de sin autour de 0.

1) La fonction f(z) = sinx est solution de ’équation différentielle y” +y = 0, c’est & dire
y = —y”. Cest la seule solution vérifiant les conditions initiales y(0) = 0 et y'(0) = 1.

2) On s’intéresse a la série entiere

—_—



Pour z € R fixé, on étudie la convergence absolue, c’est a dire la convergence de S =

2p+1 —_— —
> e On pose
S .
p=0 (2p + 1)[ Début
S = _ 0 S1n = 2p Précédent
= Up avec Uy = ‘x|2p+1 sin=2p+1
n>0 (2p+1)! p Suivant
| ‘n . |$| || Table
Alors un, < — - pour tout n € N. Or la série > p>0 — converge (vers el®!). Donc par
nl Y nl
x2p+1 Plein écran
comparaison, S est convergente. Donc la série Zp>0 m est absolument conver- -
=
P : ermer
gente pour tout réel x.
—_—

Donc le rayon de convergence de la série est +0o et la série entiere est de classe C*°(R).
On note sa somme, pour tout x réel

+oo 22p+1

3) On peut dériver g terme a terme et on a

400 2P 400 221 +o0 k $2k+1
"(2) =Y (=1)? @)= (1) = (D) ————(k=p—1

p=0 p=1 k=0
On remarque que g° = —g, donc g est aussi une solution de I’équation différentielle
y” +y = 0. De plus

+oo O2p+1
0) = 1) P—=0
90 = XV iy

00
et ¢'(0) = (—l)oﬁ = 1. Par unicité de la solution d’un probléme de Cauchy, g = sin

sur R.



“+o0
x2p+1

On obtient donc que pour tout z € R, on a sin(z) = —1)»———. La fonction cos
que p (x) pz:(:)( )(2p+1)!
+oo £L'2p
étant la dérivée de sin, pour tout z € R, on a cos(z) = Z(—l)p )l On retient :
P
p=0
TES 2p+1 TS 2p
x x
Vz € R, i = —1P—— et = —1)P
ren Sy o oS
p=0 p=0
La méme méthode permet de prouver que :
= ala—1)...(a—n+1)
Vae R,Vz €] —1,1], (1+w)o‘:Z ' 55
n!
n=0
—1...(a— 1
Remarque : pour n = 0 la formule a(a ) '(a n+l) vaut 1.
n!
+oo too
. 1 (_1)nn| n 3 : . 1 n.n
Pour o = —1, on obtient T Z e est-a-dire : T Z(fl) x”.

n=0

n=
n
Si @ = k € N, on obtient la formule du binéme de Newton : (1 + z)* = Z

)
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4. Exponentielle complexe et fonctions associées

Définition 16.
n

- .y < g
La série entiere ) — de la variable complexe z a un rayon de conver-
n>0 v

gence infini. L’application exp : C — C est ap-
+oo Zn

z > € zZ) = —_— =
xp(2) 2

z

pelée ( exponentielle complexe ).

Remarque :

1. Lorsque z est un nombre réel, on retrouve bien la fonction exponentielle réelle.

2. Soit # € R. On a d’apres ce qui précede :

+Z°° p2n+1
cos(f) +isin(f) = Yy (-1 )"
o 2n+1)!

too (i0)2n+1 too (i)™

202n
_Z ;}(Qn—i—l)!:; n!

donc on retrouve bien la formule exp(if) = cos(8) + i sin().

 CEE—
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5. TD 33 Séries entieres

)
Exercice 1 |
xercice 1
Début
(%%)Soit E anz" une série entiere de rayon de convergence R et A € C. Déterminer Précédent
receden
n=>0
le rayon de convergence de la série entiere : E Alanz". Suivant
n20 Table
Exercice 2 Plein écran
(%%) Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes : Fermer
—_—
n" 2n)! 2n?+1 ,
a) g —2z" b) E 2" ¢) 357
n! nlnn® 3n3 + 2
n>=1 n>1 n>=1
o
[ Exercice 3 |

(%) Soit # un nombre réel quelconque. Déterminer le rayon de convergence et
calculer la somme des séries entieres suivantes :

cos(nf) sin(nd)
D D Pl
n>=>0 n=0

s
[ Exercice 4 |

X

(xx) Calculer le rayon de convergence et la somme des séries entieres suivantes :

a) Y. <n+ %) a" b)Y (n®+n)a"

n>1 n>1




2
[ Exercice 5 |
2 ag s 1 n —
(xx) On considere la série entiere Z ———— 2™ et sa somme
n(n+1) Début
n>1
Précédent
— 1
S(z) = —a" Suivant
(2) Z n(n+ 1)
n=1
Table
1. Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiere. Plein écran
2. Montrer que la somme S est une solutions de I'équation différentielle xy'+y = .
f(x), ou f est une fonction & déterminer.
—_—
3. Exprimer S sur | — R, R[ & I'aide de fonctions usuelles.
S~ (D"
4. En déduire la valeur de Z —_.
n(n+1)
n=1
3
ll Exercice 6 ',

(%) En résolvant une équation différentielle, retrouver le développement en série
entiere autour de 0 de la fonction x +— (1 + 2)® ol « est un réel quelconque.
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